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Das vorliegende Werk enthSltdieEndresultateiiiehr- 

jäbriger Forschungen nach solchen räumlichen Fun- 
damentaleigenschaften, die den Keim dler Sätze« Po- 
rinnen und Aufgaben der Ckometrie, womit uns die 
ältere und neuere Zeit so freigebig beschenkt hat« in 
sich enthalten. Für dieses Heer TOn auseinander 
gerissenen Eigenfhfimliehkeifen nrafste sich ein lei- 
tender Faden und eine gemeinsame Wurzel auffinden 
bssen, von wo aus eine umfassende und klare Ueber- 
sicht der Sätze gewonnen, ein freierer Blick in das 
Besondere eines jeden und seiner Stellung zu den 
fibrigen geworfen werden kann. Weim Jemand alle 
bis jetzt bekannt gewordenen i^tze und Aufgaben 
nach den bisher üblichen Vorsdiriften zu beweisen 
und zu lösen sich vornehmen wollte , so wäre dazu 
viel Zeit und Mühe erforderlich» und am £nde liätte 
man doch nur eine Sammlung vonr Auseinander lie«* 
geuden, wenn auch sehr scharfsinnigen, Kunststü- 
cken, aber kein organisdi ausammenbSngöndes Gan* 
ze zu Stande gebracht. • Gegenwärtige Schrift hat es 
versucht, den Organismus aufzudecken , durch wel- 
chen die verschiedenartigsten Erscheinungen kl det 
Raumwelt mit einander verbunden sind. Es giebt 
eine geringe Zahl von ganz einfachen Fundamcntal- 
beziebungen, worin sieb der Schematirniusausspricht, 
nach welchem sich die übrige Masse von Sätzen fol- 



Digitized by Google 



VI 



I 



gerecht und ohne alle Schwierigkeit entwickelt. 
Durch gehörige Aneignung der wenigen Grundbe- 
ziehungen macht man sich cum Herrn des ganzen 
Gegenstandes; es tritt Ordnung in das Chaos ein, 
und man sieht/ wie alle Theile natürgemäfs in ein- 
ander greifen» in schönster Ordnung sich in Reihen 
stellen, und verwandte zu wohlbegrenzten Gruppen 
aicb vereinigen. Man gelangt auf di^ese Weise gleiehr 
sam in den Besitz der Elemente, von welchen die 
Katur ausgeht um mit möglict^ter Sparsamkeit und 
. auf die einfachste Weise den Figuren unzililig viele 
Eageuschaften verleiben zu künaen. Hierbei macht 
weder die synthetische^ noeh die analylischeMethode, 
den Kern der Sache aus, der darin besieht, dafs die 
Abhängigkeit der Gestalten von einander, und die 
Art und Weise ' ianfgedeokt wird» wie ihre Figen- 
schaften von den einfachem Figuren zu den zusam-, 
menges^tztem sich foctpflan^eu. Dieser Zusammen^ 
hang und Üebergang ist die eigentliche Quelle aller 
übrigen vereinzelten Aussagen der Geometrie. £i* 
gensdiaften der Figuren (wie z> B.«die conjugirteo 
Durchmesser der Kegelschnitte ; sechs Punkte oder 
Strahlen» welche. Involution bilden; das my^sche 
Seohsedcund Secbsseit; u« :a w.)» von deren Vor- 
handensein .naan sich.SQUst durch künstliche Beweise 
überzeugen, oinfste^ und die, wänn sie gefnaden wa- 
ren, als etwas Wunderbares dastanden, zeigen sich 
nun als nothwendige Folgen der unscheiahar(&teo 
Eigenschaften der aufgefundenen. Gruiideli$Q9^eiitiB^ 
und jene sind a priori durch diese gesetzt. 

Wenn nun wirklich. in dieaem Werke gleich- 
sam der Gang, den die N^ur. b^folgjt, aA%ededt 
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Wird, so werden alle hier sylitheti^ch eiitwitkclten 
Resultate» sich natürlicher Weise auch diirab üiia^ 
Ij^tisblM HäHm «uffioden lastoB, im nMinas Kr- 
flchteos durchaus nichts Ueberraschendes in sich 
kann. Der Analyst» der 4lieMB. ausführt» bat 
nicht mehr ab «eine Pflidit gcthan, wena er jeden 
Fortschritt der Wissenschaft benutzt, und sich den- 
selben a^mr lidbre dienen läfii^ da£i aeine Metbode 
rfamacli vervollslandigt wird* Auch ist es recht ci- 
gentlicb seioe Sache» jene Resultate ui veraUgemei* 
nern^ obd sollte meinen, dafs seine Arbeit nicht an 
ihremWerthe Volieren würde» weun eresunlerlieCse^ 
gegeosainen WagunBiseraich Yoenebni geberdien. 

Der Streit, welcher sich vor nic ht langer Zeil 
zwischen den zwei, in Rücksicht auf die Geometrie 
verdienstvollsten» francosiscben Matfaemalikein» lUier 
den Vorzug des Prinzips der Dualität und der 
uThAme des.polaires rec^raques entsann wird» 
*wie ieb-^aube, durch die vorliegende Entwickekmg 
unzweideutig entschicdeo, so dafs ich es nicht für 
nötbig hake» hier dannif weiter elnsiigeben. Die 
Dualität tritt mit den Gruiidgebilden zugleich hervor, 
•jene '.Theorie hingegen kommt efst später, als Uc- 
^ukat.bestimmteir Yerbindui«gen ider-Gttindgehilde, 
zuin Vorscheini 'Wenn aber auch das G c rgo u n c- 
sehe i^riiiiip^di'm-dieser Hinsicht als das piimS-. 
tivere, der Quelle näher Hegende, bewährt, so bü 
^och Poncet et ein gleich grolses Verdienst, so 
•vielirar Eoimckching und Förderung der syntheli^ 
ischen Geometrie heigetragen zu haben, dafs diese 

BnUtlin ttmversct, aout 1827, |ia^ 109, uud AitnaleM de 
Jdatkimaiiqu699 tonu XVliif pag. 

\ 
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Vorrede* 



fiortatt nkhl aiitkit^iäk icnar Getfciyohälwiny hAa»- 

delt werden dart welche man ihr in neuererZeit gar 
zu oft und gar zu leichitfieitig zu Theil werden liels» 
Uebrigcna tritt die geaannte Tbtorie AmA ^ ger 
gcnwärtige Entwickelung in vollständigerer und all- 
gemeioerar Gestalt iiervor, als es ia ibrer frübeMO 
Darstellungsweise gesobehen koabte» imhei inckiatett 
nicht zu übersehen ist, dafs der scharfsinnige Moe- 
bius suerst eine fireiece Anffusuog dieser .Tbeode 
ans Licht gefordert hat (Barycentr. Calcül). 

Da$ ganze Werk wird seiner äufseren £iiithei- 
hing nach aus fünf Theiien und zugleieh aus ütinf 
Abschnitten bestehen, von denen der erste: »pro- 
jectivische Gerade, ebene Strahlbüschel 
und Ebenenbuschel;** der zweite: ^.projecti« 
vische Ebenen und Strahlbüschel (im Kau- 
me);" der dritte; ^rojectivischeKäume»'* der 
Tierte: ^Gorrelations-Systeme und Netze 
(mit Einschlufs der Involutions- Systeme, und 
Metze^i;" und der fünfte: nausfübrüche und 
umfassende Behandlung der Curven und 
Flächen zweiten Grades, durch Konstruc- 
tion und gestützt auf projeetivische £ir 
genschaften/ enthält. Aufserdem werden noch 
zwei Tbeile mit diesem Werke in Verbindung ge- 
bnoht, wovon der eine: 'vuber Punkte und 
Axen der mittlem Entfernung (mit Einschlufs 
der mittlem bannoiuseheDEntfemungXüberTransF 
versalen, etc.* handdn wird, und worauf voilier- 
gegangene projectivische Eigenschaften angewandt 
werden; der andere Tbeil hingegen der Etemen- 
targcon>etrie gewidmet ist, und ({er Haupt$ac)ie 
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nach: „eine systematische Entwickelung der 
Aufgaben nncISatae über das Schneiden 
und Berühren der Kreise in der Ebene und 
auf der Kugelfläcbe, und der Kugeln^ ent* 
halton wird. Dieser letetere Tfaeü sollte schon früher 
im Druck erscheinen und war bereits im J. 1826 bis 
auf ^eo Anbaai^ weldher-msdnfedene Anwendun- 
gen der'stereographisciienProjection enfhrffen sollte, 
ausgearbeitet, was auch schon anderweitig angegeben 
worden (Jeurnal £ Matbem. Bd. I, & 163.); al- 
lein da mehrere darin enthaUene Betrachtungen nur 
besondere Fälle von solchen sind , welche in den 
erstgenannten fünf Thailen vorkommen, und wie- 
derum einige über Kreise und Kugeln selbstständig 
entwickeke Sätze, sieb unmittelbar auf bestimmte 
Systeme Ton Gurren und Flächen zweiten Grades 
übertragen lassen, wie solches in jenen fünf Theilen 
nadigewiesen wird: so ist es zweckmäfsiger, ihn erst 
nach diesen folgen zu lassen. 

Die Hauptresultate^ welche in diesem Werk ent- 
mekeit werden, habe ich sdion tot mehreren Jahren 
gefunden (und zwar die letzten vor der Mitte des 
Jahres 1828w), in einer £poche wo mir, als Privat- 
lehrer, mehr Zeit und Mufse zu Gebote stand, als 
seither^ wo nicht seilen drückende Amtsgeschäfle die 
Ausarbeitung verzögerten. Dafs mittlerweile. Einiges 
daron ins Publicum gekommen ist (wie«.B. nament- 
lich ein Theil der Resultate in §. 59. dieses Bandes), 
ist leicht erklärlich, da ich kein Gebeinmifs daraus 
machte. Diese Thcilnahme war mir ein Beweis^ 
dals meine Untersuchungen Beifall finden, sie erregt 

jetzt in mir dieHafibuDg» da£i onn auch die voll^^ 
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di^e Mklheilung dcrs^en nwlit * tmbeifiUcsiclrtig^ 
bleibeu werde » denn es ist nicht unwahrscheinlich» 
dafi-durob gehörige VeraduDelsang-voii'ftesidtalt» 
und Ideen des Einen mit Methoden des Andern noch 
mehr ala eine neue £Dtd eckung sich machen 
Uaaen werde. « i . . : . < . 

Da frühere Arbeiten von mir, welche ich in ein-» 
meinen Abhandknigen im Journal färMatfaem»: 
fak und in dea*. Annales de Math^ibatiques 
bekannt gemacht habe, den Beifall von unparteii? 
«eben Sachkennern si^ ^erw^benifaiaben *X » glaube 
ich wohl mit einiger Zuversicht dte HofTnung hegen 
zu dürfen, dalis nun auch der gegenwärtigen Arbeit^ 
wdjche nacb derselben Meibede, aber in einer allgch 
mcineren, umfassenderen Anlage begonnen ist, eine 
nicht mif¥^.gü«i$tige Aufnahme izu Theil werdeil 
wirjcU. tKelTnijiugeficb.den^Wun^cfa, dafs der. ge* 
neigle B^urtheiler die von mir unterlassene Ausein- 
andersetzung desYerhältnissesmeiner Avbeit zu den 
älteru und neuemATbeiten Anderer über denselben 
Gegenstand^ ergänzen möge. Alle wichtigem, sdion 
^<m Andern aufgestellten äitze» babeich» so weit 
mein Wissen reichte, ihren Ürheberu einzeln zuge-« 
schrieben. . . " ; . 

, Berlin, i^i ^ptembj^r. 1^^^ 

Steiner. 

*) Siehe jinntdetjde MaHUm fum. XVII, (Ko. 7, 10), X\\\i 
n. 3^X.; Bulletin des scicnces matMmaU^lpaäf tora. YII, YIII, 

u. XI, 1827 — 1829; Anj;emeine JLiUritur-Zeituiig. 1831; * 
Malliemnt. Wörirrb. Tlil. 5 n. 6; u. s. w. Aiirli sind Weli 
Ke^ttU^ted^MS «dlitn in Li hrbücher und andere Werke a«fgen<mi'* 
men worclen, ao wie «och eine Abhandlung und mebrere einzelne 
ineiner SSUc von Gergnnne, dem Heransgeber der genannten A n- 
ttAltOf^ins ITvanaSeaaelie übeneM novdentfiiid« 
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Einleitende Begriffe 

* 



1. u ie in der Geometrie erforderlichen Grand- 
vorstelluDgen sind: der Raum, die Ebene, die Ge. 
rade (gerade Linie) und der Punkt. Zum Behufe der 
ia 4Mtt vcgliegenden WcrM doicliauifiahreDdeD Bttni^- 
tangen ist e8 eriorderlieb eiaeneito» diese Elemente in. 
Ansehung der Art und Weise, wie sie einander unter« 
geordnet sind, d. h., wie die einen die anderen in sich 
enthalten f und andererseits, bestimmte Zusammenstel* 
luBgen dmfdben auf folgende Weite scharf aufiafae» 
üHi und ab Grandgebilde festeubalten. 

L Die Gerade. In der Geraden sind eine un- 
zählige Menge unmittelbar auf einander folgender Punkte 
^nkbar, die sich, von irgend einem derselben ausge« 
hend» nach zwei entgegeogesetstea Seiten bin int Un» 
0iHiUGhe erstrecken. 

IL Der ebeae StrahlbfiseheL Doreb fedeii 
Punkt in einer Ebene sind unzählige Gerade möglich; 
die Gesammtbeit aller solcher Geraden soll „ebener 
Strahlbüschelt" oder „StrahlbiLschei in def 
Ebeo^" heiben» aSinUGh die Geraden sollen» in Ao» 
sebang dieser Zusammenstellung, „Strahlen*' faeifsen, 
lind der Punkt, in welchem sich die Strahlen schnei- 
den, soll ^Mittelpunkt" des Strabibüschels genannt 
werden. 

III. .D#r EbenenbfiscbeL Durch jede Gerade 
siad BMidBeh viele Ebenen denkbar; alle solche .Ebe- 
nen zusammengefafst sollen i^benenbüschel/', und 
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die Gerade, in welcher sich die Ebcuen schneideHy soll 
^.Axc'' des Ebenenbüscheis beilseo* 

IV. Die £bene. Id der Ebene md zahlloee 
Gerade und Punkte, oder ebene Sfrahlbllschel enthal- 
ten. (Jeder Punkt der Ebene ist Mittelpunkt eines iu 
ihr liegenden Strahlbüschels.) 

V. Der Strahibüschel im Räume. Durch je- 
den Punkt im Räume sind, nach allen möglichen Rich- 
tungen, unzählige Gerade oder Strahlen denkbar; alle 
solche Sirahleu insgesanimt sollen „Strahlbüschel 
im Räume/' oder schlechthin „Strahlbüschel/' und 
der Punkt, in welchem sich die Strahlen schoteldHi, soll 
^Miitelf^unkt" dee Strahlbttachels hdÜBen. 'Ein Ml^ 
^^''Strahfbdscliel enlhilt nicht nur uneilAitsli ^ele 
Strahlen, sondern er uinfafst auch zahllose ebene StrahU 
büschel (ü.) und Ebenenbüschel (III.) als untergeord- 
nete Gebilde oder Elemente, denn es giebt endids viele 
Ebenen, ^ie' dmdk desseti Mi(telpnnkt gehen, imd- iiUd 
Strahlen, dre in eine solche Ebene fallen, büdetf -^ilieti 
ebenen Strahlbüschel, und alle solche Ebenen, die durch 
einen und denselben Strahl gehen, bilden einen Ebeneiji- 
bUschel; tod solchen ebenen Strablbüschdn und Ebic^ 
nenbtfacheln soll aber getagt' werden,* sie liegen -iik 
Strahlbfischel im Raame. > . .\ * ! 

Die Betrachtung der vorstehenden fünf Raumgebilde, 
Dämlich das Beziehen derselben aufeinander bei ver- 
schiedenartigen Verbindungen- und Zusanimenstellongeoi 
mäkkt den Gegenstand der ersten* fBnf Theile- des tIm^ 
liegenden Werkes atis. Das Ergebntfs wird teigcn, 
dafs diese Gebilde in derThat die eigentliche 
Grundlage der synthetischen Geometrie sind. 

Die Fundamentalbeziebungen, auf welchen alleUn- 
tentadrangen beruhen,' sind ^olgetide. ' 

Es werden aufeinander bezogen: '* ' 

a) Gerade und ebene Strahlbüschel. Zuerst 

werden eine Gerade und ein ebener Strahlbüschel 
. aufeinander becog«!ri äo dafs ihre Elemente ge^ 
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paiift «Im^ 'd h.'y dafo' jtfdm PiuiiLl der Geradieii 
ein bestimniter - de^'SbahlblltfA^ls > ^n(ti]priclit. * 

' SodaoA werdiBn sowohl- »Griiüi«* aHlef* »sich, als 
ebene Strablbüschel unter sieh ähnlidierweise aof- 
'einander bezogen. ' • ' ' '' ''' 

' li)i£fb«QeiibüaGhel und sowoM 'Gerade als 

* ' %hM^' StrahU^aatiM.' - Bin t^t,hmmh9i/At^ 
' ''midf^efae'Gmde; eder («Mi'i^ipair ^SMl^iidkd 

*t. %Terden aufeinander bezogen, so dals ihre Elemente 
' ' gepaart sind, d. h., dafs jeder Ebene des Ebenen^ 
büscheis em beatimmter Punkt der Geraden^ oder 
' > ' • ein beBtimtDt^ StinU dea Strahlbfiaebiela antaptiekfl 
Aetolkiberweiie ^efden EbfriabbOadial «Mir Mlf 
* aufeinander bezogen. . * • j 

•c) Ebenen und Strahlbüschel (im Räume). Zu- 
erst werden eine Ebene und ein Strahlbüschel b& 
anfeioaiider bezogen, dals' ibre EietneMe aicb Wte 
folgt entapi^GiMAiir ' , 
fedem Paiikt'lii'dar' ein' Sfnihl te SUNdtt^ 
' • . « Ebene • . . m . büschel, ' "J' " 

• jeder Geraden in der ... eine Ebene iui Strahl^ 
£bene bflacheU -'i>' 

. Sodann geacbieht die Besiebung aoli^ ao> dhCs ibvü 
Elemenf» einander in anderer Ordnung tnikf^edihtn 
A^nÜehemeise werden sowohl Ebenen unter sich, 
als Strahlbüschel unter sich aufeinander bezogen, 
d) Räume unier sieb. Zuerst wer<len zweiRäuai^ 
. : <d. der ganze ödor- absdhUe-^ftanm-doiypeil g^ 

• i f .4«befal, 4ö data 'beide^ lUintti* alDtinder diMrdhd^ 

gen) W^afeinaader bezogen, dafs jedem Eleuienl 
des einen Raums ein bestimmtes, gleichartiges Ele- 
ment des andern Raums entspricht; und weiter 
werden sie so auf einander bezogen, dafa aocb nn- 
gleicbartige Elemente einander entsprecben. 
So wie die Gmndgebilde ibrer Natnr nach einan- 
der entgegengesetzt sind, nämlich 
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.... dem ebenen StrahlbUiBjcbel^ 
... dem EbencnbüiBch^ 



a) die Gerade 
ß) die Gerade 



f) der ebene Strt Mb flach d dem EbeneBbQadiel» 

V) die Ebene dem StrahlbOacbel 
und rieh eolcbergettalt eafdnander besieheii lassen, dafs 
ihre Elemente einander paarweise entsprechen: eben so 
stehen auch, im Allgemeinen, ihre £i|;en8Ghafteil» ihre 
Verbindungen (uifügurai) und die aus. diesen brnnror- 
gehenden Site eioaader auf bMtjmmleWeiee eiilf^egeii» 
d» k, komm^ im eteeb Ali von Gebilden ge^nsse 
Eigenschaften oder Sätze zu, so finden bei der jedes- 
maligen entgegengesetzten Art von Gebilden ebenfalls 
bestimmte, jenen entsfurechende^ aber ibnen entgegen- 
gesetzte, Eigenschaften und SHtze statt Das Wesen 
dieser DaalitSt von Eigenschaften und SiCien* ist also 
durch die Grundgebilde selbst, d. h. durch die umfas- 
sende Vorstellung der Raumelemente, nothwendig be- 
dingt Damit die Begründung dieser Dualität auf na- 
tQfgem&ise» klare Weise hervortrete, and sich als 
wabr bewShrim mOge, soll die Betracbtnng, so viel es 
sicb-tbun Ififst, so geführt werden, daCs die -dnander 
entgegenstehenden Gebilde immer zugleich untersucht, 
ihre entsprechenden Eigenschaften und Satze zugleich 
entwickelt und neben einander gestellt werden. 

. Der Haoplinbalt, oder das Wesentiiehe der ge- 
sammlen Resultate die durch dieses Werk erzidt ond 
erreicht werden, besteht, wie es sich schon aus der 
vorstehenden Uebersicht ohngefähr entnehmen läfst: 
JLik Untersa.chungeo.,ttber die Abhängigkeit 
der Gestalten (FignreiO von einander.'' 
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.IMit!ii fili rJ* •4»*f V'^>i>i\ I. lf[ J« ••i'» ••••» 

Hl.. H '»l/fiUMil >'»i''L Ulf : . j LI.. i!< ji »l> .:J .\ .• . ! '1,1/ 

l»iM' Im .•••»lui.i *l ,•♦'..» .1 '» /• .4 'i.mI » 

I* 1** «II* 1» . .*n***A>. »Ii t>' ...i.tl *•.,. 'i .yk'*. »'i |M|f 

Bei,rai^]i^ang 'deV ÖjE^raäen, der ebenen ^iralil- 
Ühsclier »hd 'der E& Ji^VöMseikef 

* ihrer projectivischcn Beziehungen V 

, unter einander.. 

» • • • 'Iii trsies Kapitel."'- *'* 

yoi| proje^Uvis^hen Geraden und ebenen Strahl - 

'b^fiieVeTnS-i'di^^'Eb^^^^^^^ . 
»Ii..«.// i i «-.l» i • , i., it.. 

* ' Eine GeradeAind ein eUeSrer S4r»hU»&fcbel.' ^ 

2. iJcfiudcn sich ein ebener Strahlbilschcl 1^ (Fi§. 
1.) und irgend eine Gerade A^^^e . nicht .^urch dessen 
jM^ittf Ipunkt fifihU in ein^ 1?he^e^ $o h^<^ aiq fo{eji^d^ 
^ipeslfbung 29 einander.. . , r ■ 

j / 'burdi jedenPiYikt;a,6,c,b/!.... der Geraden^ 
em Strahl a,b,Cydy..',.. des Straiilbüpcliels» u^d.«i||n|je; 
kebrty jeder Strahl des letzteren begegnet der Geraden 
in irgend einem Punkte. Um die Aufeinanderfolge der 
Strahlen sowohl als der Pnnkte richtig aufzufassen, lasse 
npn in der yor^ielliinig 'einen S^aU sich bewej^en^^^ 
dw er,- nach niid nadi in die Lagt» eine» .|e<ikinvder 
übrigen gelangt, so wird der ihm zugehörige Punkt 
ftki€bziiitig.die Gderade durcblaufeii. mi nteh und liach 
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2 Voa proi. Geraden u, eben. Strahlli. in d. Ebeae. 2. 

die SleU0 emet jeden der ilbrigen Ponkfe einnefaMMi. 

Man lasse z. B. den Strahl p, Tarn MitfelpmilLf^ B ans 

bctracblet, sich rechtsherum beweg:en, so dafs er nach- 
einander in dieht^e Ton d,ay^q,h,c^b komat, ao wird 
der Ponkt p die Gerade ao dorehlauien, daCs er sac^ 

eioaudcr ia die Stellen a, f, q, ^, c, b gelaugt, und folg- 
lich aick stets nach einer und derselben Richtung 
bin bewegt J!{iiq^id^4i|kigeDf Mop^^oLage dea 
Strahles, wo ci; nSinlich mit der^ Geraden A parallel 
i^t, welches etw^ \^ei q der Fa^l^ sein mag» findet keii^ 
wirkliches Schneiden, desselben mit der Geraden statt; 
da aber sowohl vor als nach dieser Lage stets ein 
wirkliches Schneiden statt findet, und zwar, da der 
onoftittelbar vorhergehende Durchschnitt in der grdCst- 
ndglichen Feme fmC d^r §eite idier ^ hinaus, nnd der 
unmiltelbar nachfolgende Durchschnitt in der gröfstniög- 
lichen Ferne auf der anderen Seite übcx^f hinaus liegt, 
so soll in der Folge der Uebereinstinimniig wegen ge- 
sagt werden, der Strahl q sei nach dem unendlich 
entfernten Piinkte der Geraden A gancbtet,. und es 
soll dioser unendlich entfernte Pupkt, w^n?, gleich der-* 
seltne ih;aerVtgaV Wic&t^^^^^^^ durch 
^ bezeichnet werden. Demnach hätte die Gerade A nut 
einen unendlich entfernten Punkt ^q/ und' niatf kanii 
skh densdben sowohl nac^h der einen Seite '(Üb^* $ 
iiinaus) als nach der anderen (über f hinaus) hin liegend 
vorstellen^)» Auch folgt' hiernach. ds^Cs umgekehrt ein 



. r 



Pafs i]| eiper Geitiden nWi, eifn eintlger QncndUcli eat^ 
femti'.r Punkt gedacht Wiersen darf, wird w d«r Folge durch riple 
nnbesb'eitbare Thatsachen bestätiget wierden. Üahm gehören z. B. 
di* A^mpt^teft der Hyperbel. Eine Gerade- IMn 'WWnotKch ^ 
K^ptfitel iiar in einptß ?wakU' b«RE|^n. Nu|i wiili aber, 

ponkt aBeadl|di eatfemt ut| da «her swei Arne der Hjperbel, 



Stlpabl^ der nach dem unendlich entfernten Punkte der 
Qvfud^n Ar geriehlel ist» ootkifeadigev Weiie^iiiliilif 
]^miiel<iaiB aniCi^.- * l t ' •* *. m • v 
.'I /IMm AnI KmMif ln'der'Geriiden A aekhnet sich 
deliinach ekier vor allen Übrigen auf eine ei§enüifini> 
Mie iHid' bestimme Wmm «ös, nämlkb de# taeadlMib 
ü rthiuti »¥nBkt <|. I)k betondei^ Eigenteh«* iKmfe 
Punktes gewährt in der Folge öfter grofse Vortheihi^ 
wenn man iha, anstatt irgend eines der übrigea If Mikte 
IMfo AiMMt« • Der ikuk' "KvgebOrig» Stnibl ^^.idelr 
«Imlieb'iifiH- der 'OendieB A 'parallel * ist , 'eoll vim* «Min 
an ^Parallel strahl" heifsen. Dieser Strahl gewähr^ 
ähnliche Vorlheiley wie jener Punkt, nacb welebn» er 

geridhiel^iali' • » -«L 

• ' Hat nianiauf 'ebig^ Weise Aeft ebeMB Stnihlbüscbel 
B und eine Gerade A dergestalt auf einander besagen^ 
dais Are -EiesMDle p e a fwd ee cufamm^iigebdrai,' «üh» 
Beb dab die Punkte h, c,b...:. in detf.-GeMleii'A 

den Strahlen a, b, d im Strahlbüschcl B' entsprc- 

eben, 90 kann man diese Beziebqng festhalten, w&hpciul 
MMT die Ckrbilde^' (A^ B) aelbal Mrf bf;end eine i Weite 
Um «niprangliebe Lage Staideri lafoC, d. h., uMMn-kaibi 
dieselben in eine solche Lage denken, wie etwa in (Fig. 

wo tw«riikbl mehr die Strahlen de» Sirahlbateiek 
^ladtk ün e p 'eBtspreebenden Mikte Aer'.'fiflradeii 
•^ehcn, aber wo sowohl jene Strahlen für sich, als diese 
Punkte für sich ihre gegenseitige Lage nicht geJindeM 
babeoi lede flDkiie''veiÜdeite' l4i4se*«ic*'^3ebiii^ wo 
atalieb dle^ Sirabkn'dee'Anddbttiebob B iUUmK^ 

Aach enfge«;eng(^8etzteti Seilen llia,'8ich der Asyn^tioto ^«'Uaea^ 
liehe fort gleichmSfsig näliern, 80 mxSa fplg^K ihr Pera]^qu|g^i||i4(t 
,SOyvohl aach df^ einen afs nocli ^^r anderen Seite , j||tn anendlicb 
cat&mt liegen , und folglich ist in der Asymptote aar cia einzigflr 
'ttttriidUth clitleini^ Ptoidft'kauikehn^ • «> '^^^' 
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4 Von proj. Gnceaidea ebea«. Sicahlhii in d« Ebene. 3* 

wogegen die onprfiDgliclie Lage np4Mpi»^liMlMii«f 
ffemiiül «i^erdAi.eillL. MTenttrritoikn 4M CitiiM^rA, B, 

wenoi sie auf die aii^e^tfbefio Weise aufeinnuder be« 
iogte*aMi(tr dafs iiauilich ilirfi^ i£lemeotfi (I^Uiiktet^ilaii 
^ StnUea) ^iiaiib dtr .Oidntm^ im- ier .m Wnüidyni tpMF^ 
weise entsprechen, besliliifät üod foslgchalten. siod, 
,.praj^«tiAr.iiscU ' liei^eti. Weuo übclgew .iu der 
F#lge,'gt^^wkdi«vK».CitMde.A, B.«iiiel|i ^^Mp^Cr 
tiTiaeK 46 vrOl di^ so vM sagcu, aUdie'GfdHidlA.imte 
piOfectivUch uud Le^iiiideiJL suA. ia pejesp/e^tiT-i- 
•ckei.Lafle*: * .5 . .. i. j / 

Die so eben festgestellten Benennungen,; die-Mal^ 
tiliDasscud scheiDcn dürften, werden durch ihre Ueber- 

r 

eittslittiitoufig mit anderen BenenAung^a^ iwc^kbe-t^^il^ 
andigeMib .tnid, und weiHjur-mAm &«fg0Mzfr,«ri&Mk% 
gerechtfertigt' ' * : = ^ 

'.r^ 3. Befinden sieb ein. ebener Sirablbu#€bid;i8 und 
«ine lfierade A, die pvtafectiiriscliiisiind^ k^AyHWjf^nii^ 
«cheiyLage, so «tl iHt jMltai SbrsiM deli'aii«iil|i«s<Aeb 

der ihm eotsp rechende Punkt in der (geraden, und um- 
gekehrt mit dem .letzteren, der eratere. . «OMiittelbur ge- 
geben« . Anders yertittU a« -dsh^'w^nn: «ich di« eiri)jhb 
in schiefer Lage beenden« Hier' wird man nar, wenn 
mehrere entsprechende ElementeUpaare gegeben aittd, 
Miab d^esdfcsn nntlehtf lwitMMinter;feeBeUn (fi^elaüOfiM^ 
M jedeni Anderen Element des.eineil GAiUei dAs.^eillh 
0t>vecbend£ Eieuieut. dea findcrn Gebildes ünden/ oder 
die Gebilde in ihre ursprüngliche, perspectiyiacheXage 

tmAeUbringe« Unnen. ..: Pme. Ge$e{«e Mltai jMVi, %ur 

nfichst gesucht werden. •• ' • t «.i . 

" Die Punkte in ,der Geraden A sind unter sich 
durch ihre Abstände Tioiii. i&tmMeii 
I 
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Jülf to J JW fehefa B aibd «der IwWaatdil iiyitwiiiüi 
ilmen liegeodeii Winkel be8tUHki;. ]ili]wtMtfMli Mb 

die genannten Getelz^ ^uf diese Abstättde lind Winkel 
beziehen. Die einfachste BesUmuiODg eines Winkelt 
bestellt aber darin, dil| imtt zwiacfate aeln^ Schenkeln 
ein reehtwinkliges Breltaiik ^anniiMint ÜM Ais ycrbSlt- 
nKs zw^er^^Seitön ' cle^clben leslhiilti i' Dieses Idkrt da- 
bet'^u''folgeiidef»'9eira«b(ui)^en.' ' ' ' < * 

W B»»bsl V <«%Hl(^dnffenigei6lMil^ i}äct\mki-4ek 
Geraden Aiscbhfieit^jM. A Ansf »dneii^ faeifebif^ Vidkle 
a des -Strahles a und aus a seien t in^ d^iiStrahl d die 
iMM cd^^uii^jkfiyiigekMeii^trdann vsind.'eiil^^ 
rechtwinkligen Dreiecke B|>b und «bib» und anfc s s i i 
seits die recbtwinkli|;di Dreiecke BuOJbi un^ Bad Am* 
lieh, so dafs:-"'»^-= V^ '*» .-^ 

^ ' ^J^j ' • rt'^'^' •** 

Hf'teüs dorcfa VerbiiidtWig 'föl#: 'N'i /mIM' . / I »J 

1*:^!' ia«>VerMtnHifi»#>^)A«i^iHr(i. 4ter lWinkel 

zwischen den Sirahlcn a, d bestimmt, odfcr geiiiesscn^ 
iupd^ay^al j|t diefies Vef bältniik der Lage des an- 
gencÄiincnen ^1^1i»Ms a unabhängig, d. Jk| es^ bleibt 
unvtßrändert, wo man auch diesen Pubkt In drtn Strahle 
a anneinnen niäg.' Ein solches winkelmess^des Ver- 
,hdftiilk!i«ioi nmbL gew^hnUiÄ Siniia^ so difs, w<^n 
man Üen gena^tdi Winkel durdk^^ad) Wk^dmt, das 
in Rede Stehende Vcrhältnifs durch s]u(ad) vorgestellt 
Wird/^ iidik B^Äcichnußg kann hier beibelldfcü Ver- 
den, ohne dafs dadurch die Art der BetrachtM); ißh 
Methode) aufhört synthetisch zu sdn, weil dnidl d(ie- 
^j^ß nur j^^wisses, durcl\ zwei Gerade (cf aB) 
darsteUbares, ien gedachten W^i^ 
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6 Von proj. ßtnietk dbeo« S^tä^ m iL Ebene. 4b 

liältiiifs gedeutet wird. . IMe GkiclliiBg <'1> Tertruidtk 
imk Mmdk im i^mie^ I • | . 

Qlders • ■ ■ i'* • ' ». . »,• . .''»li " •»! 

I» ik ' ob : ' Ba.BM» «. 'f . -i *•'.*- •! 

• ^DietfOifAasdrüci (3) x«i§t di«'BMi«hiiV|;- 
die zwischen einem Winkel (ad) de« St^ab^ 
bA844«lt B 4lid'd0Bi. i|iM'efil8^rtelieli4eiH Ab- 

Dieselbe Beziehuii§ läfiit sichi, wie es der Gegen- 
säte eiloKdttfft/ flttdermeito aul Mil^efhiNide»W«M 



£in (ad) sin (Aa) . sin (Ad) 
aiudnicken, wovoii.iiuin ßi^ leichl ^entfl^m wird*). 
4. Da man auf g|eiclNBr!^ia^y mifcheariedem Win- 

kel des Strablbüschels B und dem ihm entsprechenden 
Abschnitte der Gieraden A einen ähnlichen Ausdruck' 
findet wie der ebeH gettmSene (§.3^30/ so liatiiian fOr 
vier beliebige Elcmenteupaare, etwa fQr,9,b»€^ d und 
i»>i^ C»>b nadiatebende sechs 'Aufidräcket. ' 
"i '«ab .Bö : 5c B6.Bc . 

*• L. y ^ = — 57:: — > 4. 



aiiii(aii;) 


, B|>. 


' •ta<- 


: Ba.Bc 






ab 





• ' ^ ^-.„^nCbd^i Bp • 

3. . . ■ =*s " — =r » ö. 



giö(cd; Bp ' 

, ' ' Vieir von diesen Ausdrücken, nämlich (1, 2, 4, 5), 
h^n mih vfjp J^fchl lu aeheoet ;i?p verbiufkiiy daCs 



*) Diese Bezieliung (3, 4J wird sich in der Folge noch Utter 
als Isehr iruchtbar bcw&hrcn. ' ' , " ♦* « ^ • 
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• «ia (ad) • sin <bd) sin (ac) ' ^htfM^u 

I ^l? . «'H (ac|) s iii (ac) , • 

Hfl t J üi Hli I A l f i dl rml i<y Irtvj mü MirtMfct/* ikfcc twMr 

von der Ldgfilder-(»cbii«l6 B, A abiiätigig, da in ihii 
iiMibt iiiidiAkdit^'tkeglliiial^ Theil&;Mil, Jii^, .u.l der 

schiefe als pAnifie«tivi^$€h« Lage der Gebilde^ tNiA 

JNAaiUeh e» aaigt: ^ • u > ; « 

* * „Bafi^jft^i ir%en)l^icff^enrBprftcMnifen£lb^ 

tnetiten paaren a, h, d und a, 6, b elA f^ewis- 
868 ]M{»p«lv>^rMllnife £(«^:ib):(<lC:6c)J, gebil- 
44iti^i«MlMbi4^ifMlcai^-<i€ff «i&Maaefi A«gl*elißli 
ist dem DoppelTerhSltliff*' [(sio (ad)>: ski<b^) 
: (Bin(a|'c){ sin(bc)) veelcbes auf eütsprechende 
Wei^b<^ail^ dea Sinufscfit det)eni|eii Winkel 

entsprechen, gebildet ist.'* * 

Die ATt, ^ic die Doppclverhallniase* zusammenge- 
setzt ftlnd.'lst leicki lü aeteb. lAUulicli' das Doppel- 

'mreier 

•Pttnlite (tt, 6) von den beiden Übrigen (t, b) gebildet, 
Hilid itwät ^diifa: 4^ Verfiaitiiifii (tti&'itb) der Al^ 
Stande der zwei ersteren PunlLt^^ VM WiftM iMr Vkn- 
tlnrÄ W d^h-ftra! Veriiältnifs (ac : fec) ihrer Abstände 
'^6n dem anderen (c), in jgleither Ordnung genommen, 
•ii^mka '^mä} ' IkM^ ]yöp^lv4rhilhnifa^ ^^au^ M M 
titl^iwsliUrfü ¥Wws6'lkisrtfaoiihigeBBtilr • 
i: J i£s Ist gleicbgültigvi Riehes der l^eiden Ptinkten- 
paaiisoQ4^ 8liah^|ipMgo*<nfcnniAabaahs erate wiimmt, 
denn die Glieder des obigen Ausdrucks (L) lassen aicfa^ 
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8 Vott ipfof. QiHOtu' k ^boL Milk d EJkmt. 4. 
obne «b.ihiliml^die GhndMh« ijimH'mki,^mtM^ 

Äb 6b ^ sin (ad) sin (bd) • 
ac ' bc ■ 8in(ac) * gin (bc) • t 
Wo mm, im V^fe^di yiMm, mMl % ihi mte 
«Mia «mI 6 ^rzweile 1^kllBäpitar4itr4iiiWJk«ln- 
Uchet voD den beiden- Stndilenpaaren ^It. • ""'^^ ' 
'^U Bie tte Püiktey «wie iH«»4ier WScmUiia «dbir 

♦ 

änder paarweise entgegenstellen, nämlich -i. : < i> 

. . Da man für jede dieser drei Zusammenstellungen 
^i|f; gleiche. IVV;^^ .^hoUcben AAsdri^i^B^hti ^ie 

f^pode drei Ausdrücke: . . ) i . i . 

l » // .1 . ii. i^.C;? *Ö>i.fiW|^bij)J,«itt.tbd) , , /.I 

C6 * Cb sin (cb) * sin (cd) . ^ 
... .... ;»v 10:. .4tv..<>C _ sin, (ab) sin (ac) 

Je zwei Ptmkte oder Strahlen, die bei einer vq|i 
^difllpn drei ZusammensteUoi^gf^;^ ^ ^ein P«)ar ^^usam- 

:.|:... lu Hinsicht der gegiQ^sqitigeiv L^gQ; ^eiT, zwei zuge- 

im^rUich .Yersdii^dQiif) Fällte zu' unterscheiden, pSiiidlcb: 

a) entweder folgen j^e> Punkte oder filiahlen jedos 
PttuwfimbittdttBar .ttlthdM^ m den ^ 

.hii:i:i»]ieiden ZasMiBkenordBungaij^/^itiiid ^)^) oder» 7 
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'r^' ttbWMhgelnd aufemii^r/^ 'z. B. in der Zu- 
i sjuimieQordadug (rt)s ' i*»*»! ' . - .j 

I^eae Falle «od immer jht^Üiyt^^ftrjftmikto kmd 
Uta^/dfeifibMfi MfiaptedieDdeif «»^ien'Slnikkii: Ikbereln« 

gtlihiii'eiid'j d. b., b^fioden sich ersicre im Falle (a), 

ff«lle.(b)y,<»..iiii4 -in mdi, di«(il«lpreq;; jmA mb wk 
tg^fcebrf/ ■»"••••♦''"'''''•«'! • ' -'*•'• • ' f ?•» fi '. f. f, I 
' '5.'' Aus dem ^ll^^iteeö (§. 4.) Über vier 

dbv^ ta me o i wolr niiiuttelbar mduMdi^de* Folter uugcu 

. ^ , H^lt niaDy bei der persp^oUvi^cl^^A ^^ge der G/j^ 
MdkM(Flg« iL),, dif« Yter Puukl* ttr^iii;€isia,4er..G4m- 
ifli^n fm, Wnbtr«iid* tattl' d«»'Mittc>tinliDl^ 
'i)iischel8 B sich beli^bjj^ i^ cfär Ebene herum bewegen 
l&Cst, sowohl anf der einen als auf der anderen Seile 

welche 

die Vier Strahlen a, d, b, c mit eioandcr eins<iMiefscn, 
-in jedem Augenblicke, aber die aus den Sinufsen die- 
ilei^^\VliikeI ziuiiiiäiSeä^^ iii 
den obigen Ansdrficken (§. 4, II.) behalfefi trtiV^8bAeK 
liche Werthe, näüiUch ' diese Werthe sind stets deu 
Werthen der entoprechenden DoppelverbälUiisse (liüke) 
^MlAyt^reMi^ Mi<'die4 Abefteden-det festen 
Panktis ' a, ^ 6, C ron einadader zusammcogesetzt sind. — 
'Werden umgekehrt dief^ vier Strahlen a, d,)b, o des Strahl- 
UMuibt^ B'iä^hhii^mitißtilA%$ ieetgähalt^ wAhcend 
«tie *6ei«idef ) A*« fibris Lag^ aniialltf'^liOgliihe iW^eiieii»- 
'IMH:^ so andern sich zwar uüt ^ der ' Lage ' der Geraden 
a(l4> MKMA ibi^'Alls^llliittd müdwB'ieil ledeenaU- 

«Mdiiiseii • Abeehailiett siiBaiflimeflgesetzk^ - Doppclv^riiölt- 



Digitized by Google 




• la 



MSa« i 



^«Eii^t^, SO wie di« ^: 
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I Lage befindeo, in 
' c rspectiTiselie Lage 

• tc folgt noch Diber erOr- 

' oi Elementnipaarc «,^,C 
sü kann daraas zu )edeiB 
II Strahl d des SCrahibQ- 
> IVmkt t in der Gerades A, 
\<Mm er fe<:eben ist, kaoo 
venuö^e eiaes jeden 
ll.)> z. B. vermdge des 

Fi'ii (ad) 

erth t]c8 VerhälCinstes ah : 
.er AVerth des VerbSltoisses 
die jedesiuali^ea fibrigea drei 

das Vcrhäldnfs ab : ^ gegeben 
b fest sind, der gesuchte Punkt 
\\ci Stellen dicker Bedingung ge- 
1(1 diese in Bczu^ anf die zwei fe« 
lurch unterschieden, dafs der Punkt 
ischen und das andere Mal jen- 
liegt. Von diesen zvrei Lagen kann 
b jedesmal nur eine zukonimeo, und 
Ii die gegenseiligc Laire der rier gege- 
entschieden, welche von beiden es sei, 
;cm die einander zugeordneten Strablen- 
1), cund d nacheinander oder abwech- 
folgen, findet auch bei den Punktcnpaarcn 
V und b Folge oder Abwccbsciung statt 
vodurch dann jedesmal entschieden werden 




ed by Google 



ihKüMlidl gtetg -do. We rt fc ta r iwr cntep ro ilM m t i Dop- 
pelverhältnisse rechts gleich siod. ..Je*« iolfiffiMMis der 
' iiAüitlniietPgpfilltmjl « : . ! •> ' . • 

(^l^el ii)l«iiiStriiiill^flar«1ielii, „Bet »ilen 6eTiilt«v 
Ton fTeUUeD vi^r ^^rfi^lf A. clifi dif nS|nl|chen TA^ir he* 
durch die Bimlichep yipr stimmten Strahlen (««d^bjC^ 
^estimmtenl^anite (ä,t/(, c) eines StraTiIbSscIiels s 
lMe^O%r»d»ti A geh««, ««Im« l^en/ Valien die drc^ 
Ben die drei DoppeW«!^ I^ppelre rhaltniss^, ' d^« 

täUaisse,^!« .*lch«dV9 i^ß^ Miph «fif denAbständerii der 
inofsen der Ton den jedes-^ je jesmaligen vier Darch:- 
Vi&aligen Vier StralbJ^lii eiv-'-tefittiUspnnkte (a,b,6,() T«^ji 
§«j|«lila4)ieBeB Wii»käl «n- «iviiuitdr' aaaamaieBieUe^ 
•■mmensetsen Uaten, ei* latsen« einerlei Werth e;*' 
' Derlei Werthe;*'iilmyc]idiMe ttiMÜch diea» Werthe aind jede« 
Wertbe amd jedeimal den Wer- mal üea TferAen 9er drrf Dop* 
«M- ler «IritmpfpelfiiUldMo {iclivdUllteiase gleich, welche ada 
^»kfct yvMm ' hm ^ J bp f l hit i i i l d^ Sifulam d<^ Ton den v^^ 
der yier festenPtaakte tqo einan- iaaten Strahlen eii^schloMenep 
der inaammengesetEt sind* "WinlEct' zusammengesetzt sind. * 

; .ipea.Sa^.rf»)!^ hat ein französischer MaflicpiBili- 
\ßTf Brimnehon, querst bekannt gemacht, in einer 
schätzbaren AbbancUuqg über die Linien der zweiten 
prdniiipf (^Mämoire Mfsr Im lüff^ du 9e^nd prdff^ jp» 

. '> §k feiofur kdgt aus dm>olH09ti Geaets (§r4y) iin- 
JnitUdbar:! • > t. . v 

,' .1 rO »Dafs das ganze System der ^nandcr 
-eiitfiprechenden Elenientenpaai*^ i^yiei^ti.^si^' 

•irgclnd drei Paare ge^geb^n sind, d. h;, wenn if- 
§eud. drei Eienientenpaace gegeb^n .^HnA» tAP 
.k«iiMi.lttttleUl^di«ii8eU»M ,}eidßm,%n^^mMß 
«MrlMCl€lntt»tdM einen, G^kild^s 4Mejit8pt#-: 

ckcndcElenicut des anderen (ji^bUd^e^ ge£unde/i 
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- trenn sie sicK in schiefer Lage befindcD, In 
die ursprüngliche oder perspectiTiscIlli'Lag^ 

'Diese Behauptaig mag wid folgt noch näher erdih> 
ttft^^erdeni • . i . " . 

-.-..it^ ;£s<-MMl<ti feh^Mdi* dMl' EliüiaitWliiaiu 
imd k,h, c ^Fig. 2.) gegeben, Mi kattn ^MiM Int federn 
-beliebigen gegebenen vierten Strahl d de« Strahlbtt- 
•dieU B der eoMfifedmAe ff Mkt I) in der emmiem h, 
odfer ^tiigikebTt» "«a ^dMcn, wenn et gegebte'iil^ kau 
jener gefunden werden. Denn vermöge eines jeden 
der drei Aiudrtttke (§. 4, iL)» x. £. vemöge M 
Miirttekeft:'' * ' 

ac ob _ sln(ac) si n (»d) • ' 
i . .• . * b b ßin (b c) ' siu (b d) 
ialvin'ttitai (Kalle *der Wertk des VerkillniMe : ib, 
twU'^wm anderai Falli Werth des TeMtoisses 
sin (ad) : sin (bd) durch die jedesmaligen übiigeii drei 
y^ibültinase gegebeOi * > . • 

Nbft'kam, ^meim dbn VeriialiiiÜi : U t^^kmk 
ist und die Punkte ü, h fest sind, der gesuchte Punkt 
b of£eabar nur in zwei Stellen dieser Bedingung ge- 
Bttgos» naä wmt üad 4me- m Beang -aaf Ae iwei ie- 
. sleH Pmikte e,.b dkdmnh »mitamcbiederi, dMs 4er PaiAt 
.b das eine Mal zwischen und das andere Mal jen- 
•laila idhDselbea ÜegL YmudiMeii wttek Lageo kaMi 
aber dem Pmukte b jedesmal iinr eine xiikoflMBeDy mad 
zwar wird durch die gegenseitige Lage der vier gege- 
benen Sbrahlen entschiede^», welche von beiden es s^ 
4eim,je nadi^em dtp .eiwi^ «o^soidiieteiifStiayMi* 
paare anndb, cundd nacheinander oder abwech- 
selnd sich folgen, findet auch bei den Punkteupaaren 
M^ mA 6» C iHid^b Folge odef Al^wMb^elwai^ 'italC 
(§• 4.), wodurch dann .imlniaml ^atsaUeien werden 
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EbeiUiO kann, wenn der Punkt b ^e§ttNMI^liiMlid^ 

gd^nen VerbSltDisse sin (ad) : sin(bd) iiwfiliir zwei 

i^^nP^'i^lii^^Mf^i^^^Lg^^^"' durch die-.gegensei- 

g€|;/ubcii^a Punkte b entsprechen kann. > ^ 
ifiii;/§P(tfiFbia,ive«4eA sich s^r. i>eqiime IdUal d^r- 
fjwKti^ (§•: 24» IV^y 4111», iiUi jedelMtUgej gMHhte^Ek- 
JV^Dt schnell und ßichcr zu finden*). >; - 

II. Ferner >vird die obige Behauptung (a) .dw^^ 
folgeode Betrachtung. iBridoMP, . die zugleich .Anleituiig 
giebt, die Gebilde ^AfB aus der* schiefen (Fig. 2.) in 
d^ pcrspectivische Lage (Fig. 1.) zurückzubringeu. 
. ..SiiMi- ;iiäi]iUiai t«i,6, t (Ftg, &) die >diiei!.gegebteii 
Sw\l^. in: dep Gdnidea 4, jiihid * bütechitt man: vbn) den 
drei gegebenen Strahlen a, b, c Torerst nur zwei, etwa 

*fi i^t' Yrena diese« durch die festen. Punkte 0,5 

ig<jktmttd einen 'lie8tiBiailnnlMri»keL(«b» ainidywfgen 

««llen» der Ort des Scheitels B dieses Winkris adf 

zyrei bestimn^e gleicheiKreisünicnaB 5, <i B^ b beechränlif, 

,die/li«Me dirch'>die' -mtkAnim ^aaktfiOi b>^ohai. 

Eben JO i0t>* ^mnn^manf diediwet ßtiUIen a,^c jdleifi 

iimH^ri di^r. Aedinguiig betrachtet, dals sie durch die 

|j m M , !. \ ■ >• ! ■ :. « • u-' • ir, 

*}-/S^te %r die zwicMi^.Xfgtt d^, jili V l I ii pHl Wi gM iW t Npi 
Etemenls UoTs ßus den la Zainen g^bmen Werd|cpi ^er YerkJfl^ 
*^&Ue : sin (ad) : 8iii '(b'd) entschieden jj^^rAeii, ohne A^- 
Mki*^^V9sär, so «MTfite man bei der ZdsamüieUSMtogid^V^ 
}^lMm^)lik Am ok%en Ansdnicke .dis^ ¥a[»hifdeidwHidcr.lny 
der Elemente |fe^n einander durch die Zeichen -F und — - be- 
^ merklich machen , so würde alsdann das Vorzeichen der .Verhält» 
ittA^:««^ ifby ^ (ad)*: 8ui(bd) ^'A»-Z^tltbUlaft^ Li^ 
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festen Punkte (t, C ^ehen« und einen gegebenen Winkel 
(ac^>iiaimiiliie£ien: «ollen, der Ort -^es SchttlelB B 
M«r>^«iiiUb »rfi «fcfti tettwiwiB: ijMb» .Kiiiiiyniiin 

oBc, aBiC besfcbnSnkt, die^^rcb die Punkte a,c gehen. 
Daher la8$tn . sich die Schekel der beiden gcgcbienen 

fe«leli!F«QhMk ^i,x gehibi tolle» ^f fBiw inidc^tiil 

gen^bf^iiden PunÜen B^B| irereinigcn) in welchen üA 
dia ^irf. ekmlM .MAe^ ider ; GertMlda A dicgcBdai «prlat 
kreise rfwAdeR^aabarki i> imm tiMitni Jialt<9^Midw: 

.Dadurch ist offenbar die Richtigkeit der obigen 
Behauptung (a) dargelhan. Dcun befänden sick-.idla 
MeU^a^ili^ B»A in.iieiMliij;eir Bchidlar Lase, wie 
^Ifva in (Fig. 2.)» folgt aus dtdser'Beliraciituug, ddCi 
si(e»..«i]ibald di?ei .eiUsprecheudc LlenienteDpaafe (w6yC 
und .9, h, «t gt^eben- aiiid^ nicht- an! m8tiillkb*Taitfya4 
dciie Alten In perspaettriache.^Lage gMiaU^'werdta 
kAnnen, d. h., in solche I^nge gedacht Werden können^ 
91IQ die drei gegebenen ^Sbiahlctt doroliidie' üiiaB* 
ij^lVNAwleft drai funkle gebai. : I^baliUi wini «.Bi die 
liiage der Geraden Ai ^fett augcnommcn, ct^va in (Fig.5.)f 
SO kann wohl der Slrahlbüsebel auf beiden Seiten ,der4 
.adbai eiHw^dar in idieij^ge voo B jadcr badioliaga Ton 
Bt gebracht werden, aber offenbur wird i'If belderi^FÜ« 
len nieder beliebige vierte Strahl d deS Strahlbü£chels mit 
demi«#«liivb^iKui9JUbe ''> dier Garaden A mirniMnit* 
tKeffim. .t04«r ddr SfHihttOediel B in ür^tMl 
ne^ Lage ala £cst angenommen, etwa in (Fig. 6.), so 
.Jitfi* Gerada eniineder m :die Lage .vo» A 
I^e9ij«t(die lja|^ivw:Ai:^iacbt4 wwdcB, md mmm 

ßo, dafs A und A, parallel sind, und wo der ASttal» 
püUkt B des 3trahlbüschelä in der Milte zwischen ih- 

M» JB^ » 1^ .iiMMi md:m baidem niieaz/jete 
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befiebigc i4erCfe Anikl >48r Qeredeü mit denk «9bh 
Ikbea SCnU d des StraUbOscheb B ziMSMiitnlieB«' • 
h M • A» Äet' witldiflBfhB Bctfditu igy ao* nie'awb 
mm dbr ilH^ait (!.)> folgt fim|i*r ti^idi: : ) i'i'* 

/9) ,,Dafs man bei zwei beliebig liegendeü 
Geliiidem.B^A ganz nack. WiiUaliv drei Paär 
SleiB6Dta aaida^ kvnifv' ettndc anivrlblea b»d 
sodann festsetzen könne, die Gebilde sollen 
^0|ecUvise]i und diese J&iesienteDpaare sol« 
In Mttf vMlia»d« ElmattUapaara aalAr^ 
1. Sodbcii folgt Dodi, durch UmkchraDg, dsr liadK 
alahende Satz. .. 

T) h&ind dia Elaasante a^byC^ d| ond'i^lv 
c,b...... swaier GabildaBand Adar neiha*Dai»li 

folcher Gestalt gepaart, dafs je vier Elenien« 
laapaara dem obigaa Ges^t^e (§. 4, II.) §eiMlA 
§aB» wohai fcotiiw^ndigar Walaa die fadasaia* , 
Ilgen vier Elemente des einen Gebildes mit 
dem au des anderen Ge biides übereinstimmende 
gagahaailig^ Lage hab^n «lüaifaiiy 8# aind diia 
Gabllda^'hi Baafabfiog anl alla ^jana EiemeM^ 
tenpaare, projectivisch.** 

. . . 7. In AatebBiig dar obigen AusdrOake (§i 4» B.X 
dte dat. Gaseis- darstalian; wakbem bei*m«i projeoül 

Tischen Gebilden A, B im Allgemeinen je vier entspre^- 
cbende Eiementenpaare 6, c, b und a,b^e,A unlarwi>r>> 
fan aind^ kflonen TmckiadeBa basandara FSlla aintra^ ' 
ten, die nSmlich von eigenthümlicher Lage der jedes-t- 
maligen vier Elenente herrühren, von denen einiga 
interasaait gen; suid, wm -kiar niba» etötM KU 
ttavisD. 

Es können nSnilich erstens solche Fülle eintre«- 
ten, wo die in 4ail ganamten- AnadMIcka» entbakettctt 
DoppalverbUlnissa Terainfacht werden^ und zwar da* 
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dordi, dafs^tffl^^ircm sbklneil Bofipelv^rUlfnifs zwei 
Glieder gleich werden und gegen einander gehoben 
werden könaeii^ ddncdaCs dlift QqpfdrqrlittMDiy (wenn 
es sieb enf M^TÜirS*HkUa'%h, c, d i»efieVX~ auf so»* 

* 

slige Art auf ein einfaches VerhiUUiifs. gebracht wird. 
Dabin gehören z, B. folgende Fälle: 

t.lSJffP" TW^"* ^•^''^"■1'**'' Wenn ^'on den vi<^r Strahlen 
^er Geraden A entweder a") eir des Strablbuschels B enbvt'drr 
Der ia'^derlltltte zwisclicn .wekn einer müzwel m&itt^fjM^ 
anderen liegt, oder b) wenn ei- Winkel einaeUiiAlij oder ^9) w^n« 
«erder ii|ieii41Mt«fBifei|Bta,Pj|l^ fwei &UahlfB|.fi| ejyyMlyy recht- 
der ^eM4«e i«U wiak«lig and. 

«w! • • ' • • • A 

.1. Denn wenn a) etwa der Pnnkf (Fig. l,) in 

der Milte zwischcQ a und 6 liegt, so ist das Verhülf- 
nifa ab : ly und daher vereinfacht . sich in die- 

sein Tfll^ |n .4em obE^n Ausdrucke (§. 4, II, das 
JJünpelverhällnifs {jnks wie /okt: 
. • ^ «. sin (ac) sin (ad) . 

, wn (bc) Bin (bd) 
lyenn ferner b) unter den Tie^ Pnnkieit. sidi 'de^ 
unendlich entfernte Punkt q (§. 2.) ^erGeradieh k' be- 
findet, wenn etwa die vier Punkte n, 6, q gegeben 
sindt dann sind offenbar die Abstände des , letzteren 
▼on den drei flbrigen, HSpAcb' aq, 6q, cq, bis einander 
gleich zu achten, da sie sämmtlich unendlich grofs, 
und nur durch die Abschnitte a6, ac, 6c von einander 
nntemchieden sind, so dafs also jedes der drei Tdl^ 
Jiältnisse aq : : cq, 6q : cq schlecbtlifn'v Vf^ 

dafs folglicii iii diesem Falle die genannten Dop- 
j^elverbältnisse 4, IL)/ wenn' man darin i| an dib 
Steile von b setzt, sieb wie iolgif TereinbuA'en: ' " 

• ' ' • ' • ' ■ • • :v ;: '.r ». . 
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• l' ' 
f • f # • Ii .»*^ 


ac 


: 6c = 


• 1 '« Ii! ♦ , :*l 






u i'*'* ' 2''-] 








1 * ^ 








: ac =» 









Bin rtc) (bq)'^ , 

sin (ab) ain (aq) ,j 
«in (cb) • sin (Pq)' ,,^ j». 
sin (ab) . sin (ac) ^.^ 



Durck }edeD dieser lelzteren drei AosdrOcke wird, 
^ic mah siebe, 'der Pi(^IIc^fni1il q 'bMlMiM; 'tfobMd 
lugpii^ djrei entsprecb^nde ^«leuttefipaare o, 6^ c,, uud 

Wenii itndermeittf ' a) etwa der Slrelit in der 

Mille zwischen a und b liegt, so ist däs* Veflltnnifs 
^^ti (yd) ^.aip (bd).=s 1, und daher bat man für den 
FaU, vio c und d zogeqrdfi^e Strahlen «uid (§|*.f^^0* . 

'» ' ^ : ^ » sitt (ac) «in, (be)/ ^ : " 

Weiin ferner ß) zwei Strahlen, chva ä und b, zn 
einander aen^rechl sind, «o ist «in (be) doB^äeX 
und sin (bd) = cos (ad), öder «int (ac> ■■jso« (bc), 
und «in (ad) «■'cos (bd), und dahpr hat man, wenn a 
^fjA h ylf angeordnet angenommen werden (^.^8.): 

51 : ^ tg<ac) .:.tg.(a4),i<wiw 



jlJ:JJ.-t6(b,d),:..g(b.), 

.IL Die vorstehenden Fälle geben, wie miih bebier- 
ken- wir«(/ ^in be<|uemes ■ Mittel an die Hand, um den 
Werth ejne« gegebenen BpfiperverhällnisiScs, ' «ei dai^ 
^eibe von vier Punkten a,b,c,b, oÄer von Tier StraÜcfH 
n|.b, d abbänj^^ durch ein einfaches Verhaltnifs där'- 
tnileUenf oder ancÄ umgekehrt, um beliebige Systeme 
von vier Punkten ocfer von vier SfraMen »n fliiden, de- 
nen ein Doppelverhältnifs zukommt, dessen Werth durch 
ein einMies Yerhttltnii« gegeben ist* 
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7; Mi { Eise Gerade H. ein StnMi^ ; »«»/ 17 
I>eBil toll z. IL der Werth eines von* dien vier 

(Flg. &)41yliiii^gtifrDo^«M'btfl^^ darthMÜii'^ 

facbes Verliältnifs dargesteHt vierdeB, so kann dies, zu« 
Mf^e ^ Dfoppelsatzes in (§%'&.)^ 'wiie folgt gesch^heAi 
B» bimtiilr'eittmclU dl«! fiebihnilfliiivi«» Sträblte aHe 
Geraden unter einerlei BoppeWciiiiltBil^'sdbR^dcn', so 
Ist «l9o biur>n4^äiig eine Gerade Ai so zu' zieben) daOs 

ti a) die *viär <S(i«iU«n' 06 sbhtl^ia«^^ daTs-n^i lMI 

vier DurchschnittspHtikten irgend einer in der Mitte 
^wistben zwei andern liegt (i^ n.y, > dieser Bedkigim^ 
kau» dle«eMde.Ai MmlM 111^22 tet^duMeiiMillttfe: 
tungen genügen, weil nSmlich der Durchschnitt jedes 
Strahls in der Mitte zwiscbiSn je ZM^ei der drei übri- 
gen. BiircliscbDittett liegoa kum, .»kbui -.gidit «t 12 
SjsteAe Ton» jpttndlelea.GmlMkii, wtUkQiMt jene Be^ 
dingung erföllen; oder < - ' ^ m ,// 

•: ^b) oMtirgtod «aen. der vier ;SttiaUcto f«MiUd ist 
(Ivb)i'^Mer Bedingung tI«Mi' ab^ die.'Genidel At-ifi 
vier verschiedeilen Richtungen genügen, oder es giebt 
viev.iSjsteme von pacalUlea &esadcu, welche eUe diese 
BediBgBDf; «rfilllM; z. B. et sei die: .'Gerade A^l^ti 
mit dem SttaUe o pahillel, so werden alsa ! die Ver- 
. bUknisse '..:::.!:''' . . v , . t. • 

inA.4eriRellfe, nft dcli/Dopp(^eiMkiAMBii.iiB. dleii 
oMgen Ausdrücken (§. 4, IL) gicicihe WeHke.faAea; 

::Und deendererteita ^eden/yi<)r StrahLett «ineKßtfabk 
bisAele^ wtldue dtvd^idie 'ivierr/esIciilSiBMMi^.ii, t^lt^h 

gehen, DoppelverhUltnisse von einerlei WertU zügekd^ 
ren, so i^t, uiu der obigen Forderung zu geni^gen» nur 
nOthig den Mitletimit .eiäiea StrabttA so an- 

nmelMMDi dab entweder: :d>i:d-4tit i itlnb buu 

2 
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t ; a) von den vier Strahlen ai, bi, Ci, wcicbe durch 
)eoe 'tolwt Punkte gebea, irgend cipcr jjX/dcr MüH 

di«guDg ist der Ovt .^lM. MHteliHMiktf B„ im Ganxeii^ 
ml 12 beitinuiite Kreise beschränkt, der^n MittelpuidiAi 
ftihttmlUdiJa detr fcitiiD'Cieraden A Ikgca» vfteiMchhif 
% III.) btmiMi %md;4id€r • . 

* ß) dafs von den vier Strahlen ai» bi, r,, di irgend 
zwei za einander senkreclit sind (I, ß); veniidge dieier 
Uäßntfm ^ ^ Ort des MillriptwkU B, ogcidiar auf 
die|enigen 6 Kreise beschränkt, welclie *die Abstände 
der. Tier lesteu Punkte a, 6, c, b von einander, abo ;die 
Si&Hkm ai, dc» «Ir, 6c» 6^ ua4 c», xa .Snmbm»» 
aetHihslMi* . -..r' 

• V ' Harmonisohc Elemente. *• 

1 8i Es^kami weitem« der besoddevis Fali* dntre» 
teifü, wo in Aen verhki erw^hnt^n^ Au^rOeken (§; 7.) der 

Werth eines DoppclverhSltnisses a» 1 wird.. 

Ii V«qi ideü drei Ausdrucken (§; 4, IL) geetatUt je- 
desnftal nur ^in^ die Anneime, dab der Wertb dir 
darin enthaltenen Doppelverhällnissc = 1 werden kOnne^ 
9. B. wenn sie sich auf (Fig. 1.) beziehen, so gestaltet 
nnr de# Awdnick (§. A, fia wekiwni •die abiMclfti 
selnden Pan*ktev •'••o- *%vie die'ebweelisdoden Strahlen 
einander zugeordnet sind (§. 4, b.), diese Annahme; 
daÜB die beiden übrigen Ausdrücke diese Annäbae nicht 
erikttbenv MlMm bM«n Anblick der Figur in dieiA»« 
geB.r Wird in der That bei jenem ersteren Ausdrucke 
eines der beiden IloppelverfaMtnisse «»>1 engenoiimen» 
iii noimendiger aaicb dis anlere m »1,> aH 

dals man bat: ' • ■ , ^-1 

». t ' ^ ac ab • ein (ac) ' sie (ad) . . * ' «t 
. . o hi ' !^ «ia (ke) aki,(k4><''^ . ' . 
und daher zngUcb: : .-t . . -i« k • . !. ' in 
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• DC 00 I Aa (bc) 8itt (od) ••.» «i 

^•«»uA K ta _ (6 )'J > iin (ca) sia (cb) • . •» . 

imtMitraM..«Mlv i«fi'dBe:g€§eii8eitlge Lage-^w bei- 

d^r^eiU^An vkr EkükaiaQ.in dieean ^alie .bcsdi^{«a 
iai» ^nlhMlifhff ». . ii- i ' . ... .t m 

• „In diesem Falle Hc**Ml die „fn diesem PätlcT'li«^ ilte 
vier Punkte C 8o, «büi die vier Strahlen d, c to^ daf« 

Abstände zweier zugeordneten (a,^, die SinuC^e der Winicl, welche 
oder b, c) von den zwei anderen zwei zugeordnete (a,b, oder d, c) 
^e{<^e8 VerliSitniTs za einander n&it den zwei and<iren einschlie«- 
kaben (proportional sind),' d. hj, sen gleich eg YerfaSltniis ni einao* 
dafs d^^ VerhsUpU» d^r Abslünile Har bab^n, d. dafa 4a8 Yer- 
^e^ Panktes Ton 'iwei zugeord^^ bäjtnilA der Sinolae def Winkel^ 
i£Mn Pianlcieil, ^eicli bt dem in welche ieln Sträbt mÜ if^ei za- 
AiiUcber Be^icbang genömiMnen geoi>diiA^n ^SUmbten '«ÜMAKtliil^ 
YerilfiltnU'ii d^ Abf|IMt4« d«*, ijink gl^^ ist 4t^m. iß. JtMSufief^ ^^ 
zugfMWjJiwttii (TiMlieii) Panktes tidiiin£ genonuBMMi Yfirillltaih 
v^m j<^'iwei Pbaktea.*' der s£n&c der Wiok^ , 

d«r«VlililftSlraiil Bnt jeiie»i#MP«t^ 

•..> , mnmlAebL'f • * 

TJnler diesen Bediagmigen iMifisen- dia- vier Punkte 
A^tfft^c toller ^laii-niMtsdie Puübta»^- and die^iriar 
Slrablen b, c „vier liarniontsehe Slrkblea.*'^) 
Ferner sollen iu dieaein Falle ]e zwei tugeordnete 
taikto <a Qiid < imd.^ 'Odcn StrabUn > and» b^ 
€#id'd)-forfi»>^ufe#pdmle liaHtaÖBiachePiio^le 
od^ Strahlen" genannt werden. • - ' . 

I i <I>a£«^.diei'|Miiw 4AiMldtr Mbmdm Gkidi«taf|«ii 
(3.) logMibb statt <aden, kann 'bäraach Worten 
wie folgt ausgesprochen werden* ♦** • 

a) i^Wettn bei zwei pro)ecti^a8ebear*0^bii- 

•I • J .1 • 1 . ' » ». „• , ! f • J II ». 'I 

*) LaAnre aeaat b ailiieni IVoKä dSet (Meltofi« .con^aMa| vier 
aoldie iStrabien ,,harmwUeaUa^ vaA* BriamoA» neaai ü^* In aeiiief 

2» 
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M Von proj. Qenkmm^i.^m^ SütUkim d. Ebene* 9t 

den A, Eiirgcrtkd £leB|^iite(!iles tknn Ge- 
bild'es 'hiiKhnMis'cfc .iiiiidl, so sinrA aati iU ib. 

nen cntsprcch enden >vier Elemente des hinde- 
ren Gebildes harinoniscb. ' 
' i *d mhser.iSbt» UKsfri iiMit 'Wir*i«lne):biHl^^ UmUIm 
M%wfaiv<ioBaeirii «s #iiJetiiiii*>4lMii>niiisMtf 
statt. Da nämlich die Lage von vier haruionUcbeo Ele- 
«HHi|«B. sa.:)ieM^en jf^t, dab 4nrch jfi ir^ JfHiu^^eo, 
mfeni MigegebeB:lsl»''Wslclie'*s«vtf dUiv^rt thiirtisii' 
geordnet sein sollen, offenbar das vierte unzweideutig 
tiestiimnt ^ißip z. B. wenn. 0, 6> c oder a, b».c. ge^gebeii» 
«ad vmut a mul 4t4er m jooßd h «ihalid^riiiiffDidact 
Oni^ io'hlt b 'oder'd getrau beschämt es. 6,1;); 
feiner die projectivische Beziehung zweier Gebilde A,B 
doreb irgend.:dr€i > enUprecboode Elenienteapaare» 
]iiM:h ' WfiHMi'> aiig0noflsi^ea> werdw dOrleof beslMinl 
isi'd'/ so Vierden also die Gebilde Ä, B, iuAn- 
sdmui^ der jbeidjcrseitigen. bann onischeu Elemente a,b,5,C 
und ä,d, byCy nicbt irar auf eine Art, wenn etwa die 
0UMMaM(9e»iElMMlil(^ clfiaiider.;fliit8precbbDi projecti- 
Tisch sein können, sondern Tieliuehr in allen Flillcn, 
vro k^erid zwei zugeosdaetoiiiarwoaisoha Elemente dos 
ttiaeÄ «Gebildet; bngett^ iir^ zugeordntlißn: bsbwoaiacbcA 
BldMDleo dsto^audereil Gebildes festspl^ebbend an gen«iiif 
nieiii werden, also inSFölIeo^ weil uaiulicb unter dieser Be* 
dingung die vier Strabionden «iet Punkten o»^» i^^ an iol^^ 
deB.ft #tri*>injtlaia &angorianiige»<dteprecbeamMien : 
ii'i'i.t, adb<^ bdao ! d a cb V ca d b A • ' , 
acbd bcadii.i.dbc'a, ; ebda ^i; V « 
! .1 DMpaub baliaMoi .ddf t)S«hst<iMli4«i i&lf%: . 

fi) „Sind in jedem von zwei Gebilden A, B 
irgend vier harmonische Elemente gegeben, 
uad man läfst diese.Elcmente. nacb irfiend ei- 
Oer Ordnung gj^aimeA,. ..«j^iiMd^rftiMaiiiK^isiB 



Digitized by Google 



0i^idlieW Mani^tfisc'llJe £teikietite einen Ge- 
bilde» aaok Kwei sügeo^dnete liafMHiiieeke 

welches aaf acbl Terackiedleoe ' Arttm atatt 

ffilden'kanD, so sind die Gebilde/ in Aiis'ehtiiD^ 
esmaligen vier* Eiement^fipa^r^,' 'prö^ 

' •flilrti**«nr^ 'ebigen allg^ciiibn ^SM^ In 5.;^ 
bat liban im gegenwärtigen FalteJ wo die fedesm^Ngea 
tt<^ir Jä^mbte harttioiilseb iiilit/'id^dM Sitze 

„Tele Tier »irablen, «I« n^cde Trir Peakte, Iii 
¥$mhtf^W9f ^Imit^ miif^ wlMftcli^*trg4a^ iMtt^ CJ> 
I^4iH}#«a4[|ir«ih ri^hratle- wftdfr^pMiyrß^r th^fl^^.hj^ 
barmoaUebePaakle i,b«(,C noaisckea St^füblca a«d,b,c 
geb4«i!clBlB4)barMi[|iaWr .geMhalltali ^Ird, aiiÜ k«fB 
Oier: moBitck.** OdorV 

llftr.^fl rPaakie rlpr, karmo-.ia Tier karmonitcacaPank- 
!jPa^ikVsyrAlia% . ' * Uk^% ' . T^r .i^j« . .R 

Ilf. In Betracht ^er gegenseitigen Lage, welche Tier 
barpionische Elemente luiter aicb. haben keimen, finden 
folgende UinstSnde statt. 

Wenn vier harmonische Punkte 0, 6, C, yoii de- 
nen a und bf c und b einander zugeordnet sind/ nach 
der ,pr^qi|gy. ;me (Fig. 3.) sie voi[;|Bletft, auf on^ 
Tolgcn, liiuts nothifrendig b iiktier 'VA'%^i )>ei 'a*' liegen 
(I, 2.)» weil dies offenbar für c der Fall ist; und i^m^ 
gekehrt, wenn )) näher , bei b als bei O' ist, so müfs C 
net^vifendig allemail j^eit^ ( jli^gen; oder Wire i 
bei a als bei 6, so mü^stQ nothwendiger \Ve;se''C iues- , 



* *' *) Das Wesentliche der obigen SStze' hat Camot in seinem 
Amt «ur Iii tkdorie des trantveraales zuerst gegeben. EineDiTheU 
dww ihahea schon die Grie^h^^gcjcwjntj.^jf fyjym^ )^!^a-W»to 
libr. yil* Propos. C2UiV.) 
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a.UegcD.., Ebenso: isl für die gcf^enwjlrligo Auln 
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iW^jia Qedaj^j^g) c von i for^fücl^fi l^fst, der W^rtk, 
dieses Verhältnisses alsdann immermchr der 1 sic^^^^r 
k^t, )e weiter, c ^ic}i^...y/Bifi f> eptfc^l,, j|p4 Iraker 
t» 4ic)ikHglfj4^S(99|if;. jimniilfii^lir der Wtte 81,.^ fi^HiR 
Abstandes a6 nähert, weil das Yeibältuifß stets 
|eoem j^erhällnifs gleich sein uiufs.. Lu£$t man jen^licJi 

dm immAliA wilßfß^ Pookl f d^ Gewlea Ai^mi 
div'Sleile -ton r tmlen, mf ufrd das geoaBfite Veribilli 

^sl^'swlfll- daitt.^i^i ikoth^MiilIgfir Weh« I .aM.ja 

Ar gehtfnmtiett Mtne lir befinde»; 'Denkt man sfidh' lef<t 
ner (iie Punkte a, 5 ijcst. und Llfst iclzi c le mehr lind 
mehr dein b sich^näheren, so näh/ert sich Qffenbar.aoch 
9 dem bf and. weim , endlich c sich mit pvereimget, sq 
vereiniget sich zugleich b mit ihnen beiden. Gleicher- 
weise können^ sich c u^^ ^ immermchr dem andereü 
^ten Punkte o näheren^ bis sie sich eo^Uch gleich- 
zeiljg mit ihm vereinigen. 

^^(dererseits folgt, dafs, wenn der Strahl d mitde^ 
za^eordpet^n bai^oi^schen Strehlen a|b gleiche Wiigt- 
]kel einschliefst, 8o daCs das Verbältnifs sin (ad) : sin (bd) 
= 1,^ (Jana aucl^ sin (ac): sin (bc) = 1 ist (1, 2.), und 
dahfer^aacb c.mit .a und b gleiche "Winkel, einschlief^eii^ 
mms, und da& dann lolgWcb' d und c in diesem Ipiäe 
3tu einander rechtwinkelig sind (weil sie die Winkel 
ftwifiobcn a -and b hälften). If^erner iolgt. biec. ähail- 

1^ '^tdAht bei iea Ti^tiauniioofisdien^Pttttk 

.tLi..} . '.' i .11 f .-iijii 
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fei^ dak, W0BB ii..«nd*ktfett sind, .miliMad <C' sick idin 

h äShert^ bis er endlich mit ihm zusauimenfölit, dtfnn^ 
«H5**9M»^ apcb:;d «ch . mit ilmen , li^idb^n%eri»^e|[^ 
iiml< daCi^.i«beB o «od d sich glekb^eiliK dvil do» 

anderen festen Strahle a vereinigen können. • ••;i'*i 

n: iAlM'(4wfmi^e(racbtuAc; |)iefsea fplgea4fiß^;^: 

^ i^a iiCgffidifWei Cysten „Zo if,gftf^4 »we^,festeÄ> 
Punkteji 4. ( ei ner Geraden Strahlen 9, b eines Stra^L. 
Al'iielil es unzählige Paare bfischels '8, '|t^ir %ä 'i^>^ 
zn^eo¥llil«<liN»ikrll#4i8chet<silhliB« ^s«r«Kiag«bt^d4«** 
Vi i/ ^ iS |»«#|ipi4««n|#aulMch k^ffia^elier Strahlen 
i^t det der Mitte zwi- d,c, und namentlich sind 
8cheii''^ji und ii'*'Iiegen de die swei Strahlen, weiche 
Fmmir'tind der ü^endliek difr^vW S^^trsbli^^ ein-> 

••jObrMA AMkt n d«r Ge* ig%MkIossi^«ii«<|VMikWh»lA» 

radcn A.,f^l|,,^plcl^e^ Paair|..^||, mithin, e,inanderj 
und ferner ist in jedem der senkrecht sino^ ein solches 
kcfidi^h Punkte a. 6 selbst Pa«n likd ferner Ui niU fis' 
etil > rohediei» 'Bftsr: <VBCci* dem der Strahlen «, h 'tiui 
i|4g^t." ? -.flöolches Paar vepci^iget,,'*^! 

jK^ipT'^ irgend einem fe- ^ „Zu.irpn d iwej|^s^ ei^^ 
a^enPaiikt m einer GjBraden ander senkrecli ten and te- 
A'ü'l&^'sv dem nhendlich 'si«ii l^trlihlen, etwa c,' d, e^* 
•«Mtett^i Pttftivt« H d er- nes eheAtvifitrahlba»«il«klf 
««|k.«^,, gicbt pnjiihUge g;ie'bt es^mifljäjilige zug.e-; 
zugeordnete ksrmoni^che ordnete harnJofischeSträh- 
Puiikten'paart* , ftffc ertVra lenpaare, Wie etwa 'a,h, ün3^ 
und swar sind )e swei zwaf< 'sind; je s«v«i» r«lehe. 
Punkte gleich weit Strahlfta g^i^ich.^eit vonr 
von jenem festen Punkte jedem, der iwei festen 
lit entfernt, und umgekehrt, Strahlen entfernt, Und nm- 
je Sswei Punkte, welche j^ekehrt, je zirii Strahlen,^ 
gleich weit von jenem fe- deren Winkel von jeu^nt 
slenPunkJe entfernt slad, »wei festen Strahlen ge-^ 
sind ein solches Paar/' hslftet werden, sind ein' 
••••• . :' :? solches Paat.'?'-* ,1» ? / ■ ,» 

if^„Lie^g% von tUv liitraio-'- if) „Schliefst v^aiiarkl^i 
n|f,efhen Punkten einer in. nionisch|Kii,jStca]ii>^ fl^f^. 
^^.r^^Mittle .zwischen zwei mit zw ei ein^ndi^r zugeord« 
einander zugeoreneten, so neten gleiche Winkel ein, 
ist 'sein angeordneter un- Vo Ihut sein zugeordneter 
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24 Von proj. Geraden u, iebeü; Stcabib. b d. £bcse, §» 

• gekehrt: igt Ton den yler kehfti tind iir^i sngeofd- 

Paakten einer unendlich nete Strahlen einaader. 
entferat, so li«gt sein zu- senkrecht, so hSlften sie 
geordneter in der Milte die von den beiden ande«^ 
swischen dtniwei Übrigen ren Strahlen eingeschloi^ 
Paakten." .:t r. ■ li. itnen AYinkeL", .i . > i dui , 

Dte^dtken Sitte trii wddife ^ii^bf^ in 

(ft.) und (ß.) enthalten sind, sind deshalb nochmals deat- 
licl^ei^ pusgespro^h^ .Yf Qrd^ yveil sie sich ai^ dif»/eui^* 

lackilm J'«li«n«M WM» lMiii H 0 B M riic n n ti nmiim ^ 

iMünn FalM, die öfter vörkomiiien imd uiitef gewM^ 
fio^' iJmstanden, wie leicht zu erachteOi Bequembclik^it 

mi ViKtUite .#Hr(ihMu. i iSolchiB. «infAcli^. tMfdJm^ 
Mk |! Wdni l^diebige * ikr ^armonWcbe UkämmW gege^ 

ben siiid, zufolge der obigen Sätze (IL), wie fölgt, dar- 
•tc^lett„(Ffir^„§..,7j.4fc.)*, iSind ivg^nd vier f^i^ %w|M<h 
nbch«! Puokki' «^b, fegabeo, iiDd.MHeiir..vieil Strab*» 

len Bi, dl, bi, Ci j eines Strahlbüschels B| durch dieselben 
gelegt werden, welche sich in denj ^eoannten ^jnfa- 

n^l cd* ^ilaadir»' aml^reeht sind; ' oier ff a» W daMdbe- 

binaiisläuft (;'.)/ von denen einer niit zwei zugeordneten 
glfllfphi) ^iD>^ ^^ia^l^liebt» #9/i«t i^ter diea,«n Bedin« 
goliflMi öflicobar der Ort des M ktelpunkto B« des SürahU 
büsthels auf zwei bestimmte Kreise beschränkt, deren 
Itljifcl^Di^m^i; , diq, ^«Läiide ib der. zugeordneten 
{MtM.h«MMiiMhen pM&te aiady und xwar j«t der^Sü^ 
tel)punkt R| auf den ersten oder anf den letzten Kiers 
b.eschränkt,, je nachdem die Strahlen Bi und b^, oder 
Ci und dl zn eioflndor «enkrecht sind» oder mit den 
fadMBili^eo ! andiaren Strabloi gleiche Winkel mn- 
schlief sen. — Sind andererseits irgend vier feste bar^ 
^?W8c^ .^aWcn /a, d, b, c ießf^en, ;wa:0ot^^^ 
'8i«t diMh -doe - Gerade Ai in vier-.P^nlLtjen rid^oi- 
den^ 'V?ekhc den genannten einfachen Fall darstelien, 
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ö; »i'mH ,1, f.: ilannonische Elemcnle. ; "«»^ 2S 

fO*'kMi»<äie OmMie dieker Bediiigiing iÜMlKar in 
vter- TcmbiedeueD Rielitiliigeii genOgen , d^n ist ' iii 

n^cordtieter in der Mitte zwischen den iwiii tbrig^l 
und umgekehrt, liegt ein Durchschnitt in der Mift«'««l^ 
ük&6t wiki <iiUtti<iM^*aUg««^AM Mii^bord- 
iMlcr mündlich isfitfeM XrO «^ «nÜMn tfi^ Gerade A,' 
dem entsprechenden Strahte parallel. Aus dieser he* 
liddbtliiig'itidM'Wftii Mfdode^Mi 'K i:*!<'m>^' 

* ^ j^Wcnn durcli tielieLige <?) „Wenn Ton belieblgeip 
▼ ier feste harmonische vier festen liarm onischeA 
Punkte a, ft, C vier solche Strahlen a, d,b, c, eine Ge- 
Strahlen eines Strahlbfi* rade A| in vier solchen 
schelsBi gehen sollen, TOn Punkten ges<rhnitten wer- 
denen das eine Paar znge- den soll, dafs von zwei ztj,- 
ordnete die vondi*m ande- geordneten Punkten de^ 
reu Paar eingeschlossenen eine nnendlicU efilfernt 
Winkel häUten (;.), so ist and der andere ia dcjrltti tt^ 
der Ort des Mittelpunktes zwischen clen zwei üliri- 
Bf d'es' l^ti'ihlh^seh^I» aaf geii i^niikten liegt, so müfs 
zwei heilimmte Kreise he* die Gerade A, mit irgend 
schrink^, welche 41^ Ab- eiiiei|i ^tr, ▼f^r ffe^i^teii 
ditn^e H^i tb der sich zage- ISirahfeii p a r/a'u e 1. ' jiejii^ 
«rAneten fesienPiiiitteToii kad'iimgelrelir't, tat Bip^ ^it 
aiB^ailer an pnrchmesaern'ein'ein deV'fetsteren.'par«]! 
haheii"*). , liBl, ao iiBaen.allemal jene 

Bedingangen at'ait'' ' 

Durch den letzteren Sata Knka ist dfefiiditigkeit der 
obigen Bebauptigag (§. 7, II, «.) dargctban. 

' ' *) Ans diesem Satze lassen Aeh tmtnittelbar ;^ilbdi ebe Reihe 
anderer Sätze herleiten , als z. B: nachfolgende i ^' ' " * 

„Wenn die Endpunkte a, 6 der Oi^ändliiii c ' eiaiik 
Drei^tka a &b (Fig. 4.) fest sind, und W-cnn die Cferild'* 
d oder c,' Welche d^a 'Witakel an d^r'Sfiilie oder des^ 
sen Nebeitwi'tikel hulftet, stets durch einen dritten fe- 
sten Punkt b oder < der Grundlinie geht, so ist dei- 

der'^ßf itse B des Dteiecfki^ti beatimuter Kreis, 
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diQ;Miit# der iGKundlMe geht, und der andere mii def 
ftjWWlil'P*e,pfaUftt diesellieB'Jliisim-dotte 

-l^it.-AXi« gemainsrcbafUiche Mfißi^, dem alia CiMlb» 

Strahlen a, b (Fig. 1.) ztigeordoelid bani)Qoi«ch« i^iiokla 
oder.Slfalfleii suid^ Jäbt «ich ij»l^eiHieriiiaCM»i, ffpmet 

j^efftiiiqfvi^oL r . . . 
♦ .^ Aus deu obigen Ausdrücken (I, 2.): ' * "^J*** 
' •' • ab sin (^d) sin (a c) 'v 

mrch,: welch« die liamoiMsclM: Lag«« 4«» )ede8iMUg«B 

vier Kieniente bedingt wird, folgt nutuiüeibar^ wenn 
oUnilich der Pif^nkt Igm in der Mitte xwi^cbeä' a ^nd b 
]Mi4.dcr «Straiht)^ iii.decJi^ICe.ufiicbe« und b Jiegi^ 

t II Iii II 1 1 M. • « « ■* 

Welclier'.den Abst'an^ bc des dritten festen Pankles ^ 
öder c'yon defujenigen. Punkte c oder b, der in fiexu§ 
auf die zwei genannieii 'Endpunkte a, b, »ein sa^eord- 
neter^ harmonischer Punict ist, zum Durchmesser Iiat/^ 
In diesem Fallet wo die Strahlen d, c die Ton den Strahlen 
a» b eingeschlossenen Winkel IiUlHen, hat man bekanntlich: 

Ba : W*= ab : bb = fl< : br, ^ • 

nnd umgekehrt, wenn diese VerliHliniaae glei«^ sind,, so findet 
jene Voranssetrang statt. Daher folgt ferner der nachstehende be- 
kannte Satz. 

>,Wcnii die Endpunkte, il, b der Gran^linle eines 
Dreiecks ttBb fest sind, und wenn das YerhSltu,ifs 
B (t : Bb der beiden übrigen Seiten ge'^cben ist, so ist 
der Ort der Spitze B des Dreiecks ein Kreis, dessen 
miitelpunkt in der genannten Grundlinie liegt, und 
lkwar sind die Endpunkte dieser Grandlinie lu den 
Endpunkten (b, c) des in ihr liegenden Durchmesser« 
dlt^i^f^lftTA M&PV^ne^ .ji^^fi^^j^Ahe. .f «nk^fc nn^ 
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dtlMMdblt '""'^ 4 Y *'ltli J »'•»li »'«ü rftib 1*2 

,i ♦ l n i • «••••».:»•; l'» •« -•«!•.»«•« / it « i« • «, •! ^ n •« • i 

geordnetenPunlt« (b^O'Toii e h.4 -di.tv «^i ingtordne^« 

demjenig«ii&Paiiiet3e^,^el* S^lfeakle» Ci»'^)' mit d«ifc 

oJi«til|i^dedr flliUe cftlMkea S4r«hleiAli) eiiiseliiliclscf^ 

d&n Ewel ikbrig«n Puiikteii däe*t«der UMtc: z^vritfclKek 

(a.b) liegt, gleick^em Qua« den z«vet übrigeii SkiuJll^ll 

drat des Iialöeii Ab^atandei b) Uegt^ gleich: d«»iM#ttii 

ifiH9^mf>}4t€tUitUitteM..9mmlt» ten PoteB» < der TaageiiCe 

M V«lk;«iAitiiidea/V. it ^ d«8 Halben Wfiiikela ((ka)« 

. '. .1 (bb)), Ave leben die letxtea 

S<traJilejiißaA6«ikUc£afiOi^ »•( 



II 



€fjrn'*fJ* die zwei 

mp der SpÜfe des Dreieck-s bä'lften, gebeh steti dureh 
zwei feste Piinkte, nSmlieb durch die Endpoutt^ d 
diB8 genannieA l^ttrelitalCftsers." Und omgckebrt: 

„Nimmt man in einem Durchmesser et) eines Krei« 
ses i rgend zwei Punkte a, b, die. in Bezug; auf dessen 
Endpunkte c, b, zngeorduete harmonische Punkte sind, 
so iiaben je zwei Gerade rtB, 6B, welche dieselben 
mit irgend einem Punkte B des Kreises Teri>inden, ei> 
ncrlei Verhältnifs, und zwar verhalten sie slpb alle- 
ra a 1 wie die A b s l ä n d e der a n ii; c ii o in in e n e n Punkte von 
dem einen oder dem anderen Endpunkte des Durchrhes- 
sers, also wie ai> ; bt>, oder wie ac : b<; und ferner: die 
ZNvei Qeraden Bb, Bc, welche den jedesmaligeu Pui^)^^ 
B im Itreiä'e m i t den Eudpunktt-n des gena nuten Üurch- 
mfessers verbi n den, halflen die von jenen ersten zwei 
Geraden eingeschlossenen Winkel/'' * " ^»ni 
' Eä iiei^ien sich hier leicht noch mancherlei Folgerungen nb^r 
harmonische Punkte und harmonische Gerade in Beziciiung auf den 
Kreis anscliliefsen , allein da sich dieselben Eigenschaften in der 
Folge ftir alle Kegelschnitte zugleich beweisen lassen, so ist es 
jqfj^i^Hi^si^^^ bi9,^iajn,T»rsehi«^ii«.. . ^- 'MuuC uAkJ . 
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n Von proj. GciMhM»l.«ti. SImMUISii i. Eheoe. fK 

die inBesHC aaf zwei jTeste die in BezBg f nf zw/ei.fe- 
t^iiWlte iu^eor änii^ ite SiräVUlila, zugeör^ 

]ia!^lQoriiBche PiiB4i«;iliid/BeUi h'Alifliix»ii Ische Slrlirlü^ 
Ul O Rechteck «mUr len siadt, Ut 1) daf J^^ii>;diikt 
ihren Abstinden Ton dem- der Tangenten der Winkel, 
fenigcn IHinkte m, welcher di« si^ mit den Strahfe h 
ha idei^ Mttiti swi sehen den einschlitreen; d^r' ia der 
f^Men Fnhikien liigt,'*Tnn Mitte Kwis4<hen den f «sieh 
bestlndlger GrSif««,' nnd Strali len liegt^Von besiSndi« 
xwar gleich dem 'Quadrat gerGr Öfs«, un d zwar^ieich 
d«s halhen Abstandes der der zweitenPotenz derTan- 
Instifcn Punkte von einan- gente des halben Winkel«, 
der; nnd 2) je zwei solche welchen die festen Stra Ii- 
Pnnkte liep;en jedesmal len einschliefsen; nnd 2) 
auf einerlei Seite des ge- beide Strahlen liegen je- 
nannten Punktes tit; und de^sniai anf ein erlei iSeite 

• nwgekehrt: jedezweiPunk* des genannte n Strahles h.; 
te, welche diesen beiden und umgekehrt: jede zwei 
Bedingungen zugleich ge« Strahlen, welche diesen 

' nugen, sind zugeordnete beiden Bedingungen zu- 
harmonische Punkte inBc- gleich genügen, sind zage- 
Sng.anf die genanu^ftn zwei ordnete harmonische Slrah- 
ffspjtea Pj»nkte,*^ l .,..!. len in Bezug auf die ge- 
:'.u' ' \'t. ' I nannten zwei festen Strah- 

. Zwei ftiiil me^irer'e GerVde, nnd , zwei «iiiil ifiehri^re 
' eheWe« StreitlhüsclieL 

> Der Gegenstand der bisherigen ßcfraobtiuig be-^ 
t^af biofs dre zwd Gebilde B, A, nämlich eiaieh; di^eo 
)^jf|]4]|>Qa^ Gerode A> di|a..iH^.T^ m^\^ 

ditr Beziehung entgegei^eselzt waren, dafs ilurc Ele* 
mente einander auf bestimmte Weise entspracbciliy iuij^ 
jla)|urf^ Gesetze ^tcy(7?orf^i) yr^j^^ 

nad wobei die ädMUb profecliviseb getMHMiiit<vmi 
dcb. ' iHe weitere Betrachtung wird sich nun auf die 
Ulktersacbunj^ der gegenseitigen. Beziehtibg fM^jj^ehn^f^ 
lfeMboi;>ei9ei9#iU «ii^Aao,!»irei)Geit4ea«. dte. nü de» 
selben Strahlbüscbcl projeclivisdi sind, und anderer^ 



Digitized by Google 



.V« -lUiBcre Giitt^.tt» kieWef«; Stf*kUi^^ 99 

4d9&.i^^»AmMfr^ -99 uMiiyfcilii*iai<i^irft:iMMfcMil* 

^ietaden proyectivisch' 'sind^i imd weicke femcr iBvmcbett 
■dwitf fldNidiiüL finwtfali und Btrahihitonhtitej dw 
Idrtir ■<ia>«Uiiitprojeefi<iwfci >tiiidytatttlhfcttn->liM tr 

1, Sind zwei Gerade Ai (Fig. 8^) mit einem 
und demselben Strahlbäschel D projpeltviscli, so 

dbfafiidb« fhMtmiüln iMw9kWi9^'i, u^^^^amiämLtOm^^ 

ly«M«Wim W/m 

Gfifaden A^ auf bestimmte Weise (§. 2.) unter einem 

iMiämmttn Qdselze (§^4.) idea . Stilen. a^b^iV^^^-v 
.ttraMAschob Bi<MiipnMlM»,rlMiitoliiB flisiNf 

Punkte a und Oi^ b und 6i, c und C| u. 8/ w. der Go- 
raden, weldie dciiiselbea Strahl dc^s Strablbüschels ei||^ 

«tem ihrer enMprechenden Puuktcnpaare, fprtan ,>pra»> 
•leclivisch*' genannt werden. Und wenn die pr«»)<M4l- 

dlifs beide zttgleidb nil* dem StiaUbllsdid 31 ferijftfA 
^ch sind (§. 2.), dafs nämlüch. yed^r Sli'ahi des Stirabl- 
iböiclicU »dttvck dieJhw/4ml$|^^aidfln><Piiiilte<;^ 
Genkten (ifiK .4lw»!in (¥ig^R)^i dMnriitdhmiiiii 

Geraden ebenfalls „perspectivisbb?! genannt werden, 
4ind dann <hei(st :der PuniU B^,Projecti«y|is|liluki4 
«Me andtaitt.Lagf ikr Gendeo,. •dw.lMol|l.^«^ifiMi|* 
)f!Uek'Mtv soU „sdliiefo:Lfif|i6lAieiiMrii. ¥inMvao)li^ 
sowohl bei der . schiefen, i als. bei der perspecU>vir 
•eben. Lage der Geraden A|, die SlrahlAa»ii^i^ 

durcft^ ^i^ediencle Punkte gekemV Protect ionsr 
strahlen!' gcnadut werden. Bei der perspectiviscb^ 
Lage,^«» Glsr^dMu^tAk (il%ii7i>i#eltetabl «ihiiliflrt- 



* 
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tliHiHB|>'lwft>ilfai«? jltifllf» liig§.idbmdb'<Ftg. 9.x 
trefien sie nicht in einem Punkte zusammen, sondern 
mm Mid OMiflin andereo sehr nerkfirflrdigciiibaiclMtiiiN 
tarworfcBM mMm4m iriMm MmgUkl ftHkm m%mmM 

Bei zwei' pFojectiviscben Geraden At ist fenicr- 

■Slrablbüscbel B, und also auch unter sieb, in p^rspeo^ 
4msdiir Lifo (ßi^ 70ii Und iiad ^« dkf eaijt« Stwh 
iMf die «H dw G ew ida n pandM iindv alMi* idlü 

ralleistrahlcn (§. 2.)^ so cntspricbt mithin der Punkt 
i)t i» der Geraden Ai d«ia oimdlich entfernten Punkte 
4f 4m- GctidM Ar nod m* ftipricht der. Fmkl r.4ft 
di^Gefade« A tdm tnieitdilcli, entfernten Pnnkte ri'der 
Geraden Ai^ J>ie ^wci Punkte q^, r so^ien fortan #die 
]^ttr«i^iehiii4t« 'diiyFaraüeletrakl«!!!' ^luieMih 
4eii« Es M kbr^ebfd, ^Mm aocli dk Nemden AyA,' 
in schiefe La f^c f:ebracht iverden (Fig. 9.), dann die 
9tii|ectMMissirabicn p, r odev^^^q, rfi immerbi» mit« 4h- 
«dn >i^Hilci blatteB ($tti), we^baitt- klitere akdetti 
immer noch Parallel strahlen heifsen sollen. * . • -.t 
.11 EBdiich ist noch zu bemerken, dafs, wenn die Ge^ 
lide» A, Ar .jMnpecfiviadi «ted'(Fi«.*70, demukiafareM 
BurehMlMiiltspuBkle' (eeO zwei cotspreAenddi ♦ P a c kle 
$, €i vereinigt sind, indem nämlicb defPro^ectionestrabi 
4 ^mik^i beide - ficraden Bsgtekh'iD leoedi IBmakU 

«olbtidat. • . .1 

• ' II. Sind xtftei Sirahlbüschel B,B, (Fig. 11.) mit 
einer und derseUMB Geraden A prujecliviscb^ so^ 
Mi alt» ^rtipnaie 6ltahleii'a, k( d^d^.^w. doi>>StaU. 
bOscbels B, und^ bestimmte Slrablen 
des StrahliiUscbels B, der Reiiie nach beelimuten Punk> 
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paare a und a,, 1^ unci c und Ci, u. s« w. dacSlralil- 
hagqMi^ :WeichQ . deitmMtßm^ihutkJUki^r <»eradeD A enir 

fsto, und die StrabttasiM seüwt BOlk^, in leeililHHif 

Mil,(dii6 ganse System ihrer enUprechenden StrdiieOr 

besondere Lage haben , dafs beide zugMcb mit deriGtl^ 
radca A perspeclivisch aindy da£ft nftuiiML in jedem 

loi .«knitoder iadMieiiloii, wie:«ML ih (Fig. 10.), oder 
aacb in ,(^ig* ^O* dann sollen die Sti*ablbüscbel ebenfalls 

A ihr „perspectivischevi •DirfclitciliBttt'^ l^eiMtult 

werden. J^de andere Lage der Sfrablbäschel B^B^, vro 

diese aiGht piQr8pAC(a2risch.jin48oU j^ckiefeiiiAf«' 

Bei zwei projecliÜMlm SCnilillMtociMla il, B| i^tilil 
C8^ im Allgemeinen, unter der unzübltgcn Men^ ent- 
iprticheiidfB &lrablenpaai:e, zwei bcsliumile Paaaei.die 
Mkimw dha ibrigäi.«iif.^eiiliitaUdid W«Ui.M4 
zeiffbAcn«, nSnyeh deilarebi^ dA icmmhliA »M Strahn 
leü iks «inen als die des * anderen StrablbUscbeU m 
feiiiaiider.v«ciUwinkiig.«iid4.iJftefiadeB;eMkii.J^ 
StaabhOechtf id persp^dMicheil Lage (Ftg. ist 
im Allgemeinen nur ein einziger Kreis unter den Be- 
dingungen möglich, dats «r durch die Mittelpunkte B, 
iMsdeV'ffiliiyiittackfl, gAe, iiiid^l4affle tdB<ilitldpii|i]Bl«i 
iB> dem ipenfmMMkHk i>yiiHli8cliiiilt* A- U^g^ Sind ^ 4 
die «Durchschnitte dieses Kreises m uod der Geraden 

M§ettlBe»^Mwdie>Bwei*&CidtepaiM; siw^^ 
tm^^Uf rfi«i)ato0n*«lprei Panktai'^itspreiMiMiimi'iMM 

erwähnte Eigeuthümlichkeit, da nämlich sowohl s und t, 
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Halbktcirfe) eiiiFchiicfseD, und es folgt feiner y dafis die^ 
sieti* «Wei'iS(raliteDpeaN»>iMir »Ilaiii«' die grimnln Bif 

TOD der Lage der' Strtihlbüsebei ablilingvg ist, so findet 
das Nßihliche statt, ivenn «cb die letzleraii'iii scbieittr 

tii t^^ so^o/foriail^dle S^eiAfil'd^r-amtspr^ctlien- 
d^iiirecb't«!! Winkel" hcifaea. l ' • i» v ! 
III .1. KMhilM^<lMaei4t Mpdte»- «kb -ww »r«i SMU* 
MsdMBy;]!! jMn^MidiMiiiid (Fig. 10.), draiaUimAl 
zirei entsprechende Strahlen e^ aufeinander fallen, nSmi 
Üdi dieser Tereinigtey oder gemeinschalüicbc, StraU 
i^y^Uh ^derfttiiga^b wekher * Audi diti Mtitelpuiili|0 
ByBi der Strablbfiscfacl geht '»-.•/. . ? i.i, / 

10. Bei projectivischea Gerbden und bei projecti- 
ina^eto.^fiiiahibüttibel*. kann zsnScbtt nafh; ide« Gih 
setsen gefragt werden, welchen ihre eDtsprednadeii 
Eloiieiilenpaare unterworfen sind. ' > H 

-hi» II»:xwetiprO|ectamoba Gerade Ay sttfolge der 
•lige»<£illiMnig (§;: 9^>I.>, .ant eiodih müA deadellM 
StrahlbÜ8chei B projectivisch sind, so folgt vcnii^tge 
(§• 4^. oder §. 6.) eogieicb» dafs zwischen irgend irier 
cBCspkedieiiden.PiiiikleqpaareQ^beÜep Gendea cüb he; 
•ÜniileirGfetel^ itall llnddn'iiiitosbJ ..Deni -auid: a,b,c^d 
irgend vier Strahlen des Strahlbüscl^els. B, und sind 
o^t^^ii nnii lai, iyyCfrt ^1. iüe.*.ibiM» MttjpffecÜ^dea 
pimftfrln •^::Geited6n A nn4.A„«:n*..«n4'i«ewis8^, 
TOB jei^^tt ' Strahlen abhängige Doppeiverhältnisse, so^ 
tiehl < gleich ^beatijiuntetk DoppolverhältDiteen jdie ivad 
. dtoto. iFie# ertteiwa Paplytoiiyijie mmk gUidi >hiiliniiHih 
poppelverhältnisseu die ^en 4e»vler letzteren Punkteik 
ahhUngeiiit liol^tji inuiaeen ^euch die .ieix^evcii I>d|ipeU 
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3. 



i^eiMtniMe gleich jenen sein, die Mtk auf Ae irier «itto- 

ren Punkte bezieheD, und folglich bat man (§. 4, II.): 

ah ^ «c Ol 6i ^ OiCi 
bb * bc ■'bibx • bttt 

Da andererseits zwei projectivische Strahlbüschcl 
Bi mit einer nnd derselben Geraden A projeclivisch 
810^, so folgt ähnlicher Weise wie vorhin, dafs zwi* 
sehen je vier entsprechenden Strahlenpaaren a, b, c, d 
and a^y bi,Ci|di beider Strahlbfischel ein bestimmtes 
Gesetz statt finden müsse, nSmlich dafs fol|;ende'Ton 
diesen Strahlen abhängige Doppelverhältuisse gleich 
sind (§• 4, IL): 

sin (ac) ^ sin (ad) sin(a|C|) ^ stn(ai di) 

£ia (bc) * sin (bd) £iu(biCi) * sin(bid|/ 

sin (ah) sin (ad) 8in(aibi) 8in(a|dt) 



4. 

Hl' 



U. <5. 



6. 



sin (cb) sin (cd) sinCCibt) sin(c^di)* 

sin (ab) ^ sin (a c) sin(aib|) ^ sin (a^ cQ 
sin (cb) ' sin (de) ^ riD(dtbi) ' sm(dii)iy 

■ 

Biese Gesetze (1, IL) lassen sieb» wie folgt, mit 

Worten aussprechen: 

a) „Bei zwei projectivi- «) „Bei zwei projeclivi- 
schen Gera (1 en A, haben sehen Strahlbüscheln B,Bf 
jede vier entsprechende haben jede vier entspre- 
Punktenpaare a und ö^, b und chende Strahlenpaare a und 
Cundc,, t)undl)^, solclie a,, bundb,, cnndc,, dundd, 
gemeinschaftliche Bczir- solche gemeinschaftliche 
hung zu einander, dafs die Beziehung zu einander, dafs 
drei Doppel Verhältnisse , die drei Doppelverhältnis- 
die aus den gegenseitigen se, die aus den Sinufsen 
Abständen der vierPunkte der Winkel zwischen den 
in der einen Geraden zu- Tier Strahlen des eiaea 

3 
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34 Tmi proj. Gtnte s» cUb. SmUli. ia 4. Ebene, M« 

•4«itteBgei«l<t tU^S^ieb StrablbflilebeU tmeaU*«»- 
«iad de« drei Doppelrer- gesellt sind, gUicb sind 
biUntssen, die sieb sas den drei DoppeWerbSlf» 
den gegenseitigen Absiln^ nissen, die sieb sns den SU 
den der Tier Pnnicte In der nnfsen der Winkel swi>- 
anderen Geraden snsam- seben den Tier Strahlen 
nensetzen* lassen.** des anderenStrablbftscbeln 

Busammensetsen lassen,'' 

Es ist wesenllicb su bemerken, daCi bei .den drei 
Ausdrucken (I.) die vier Punkte in der einen Geraden 

auf entsprecheude Weise einander zugeordoet (§. 4.^ 
suidy wie die vier Punkte in der anderen Geraden, 
and dafs femer die gegenseitige Lage der einander zu* 
geordneten Punktenpaarc ebenfalls in beiden Geraden 
Übereinsüuiinend ist, nämlich in dem Ausdrucke (1«}» 
bezogen auf (Fig. 7, oder 8.), folgen die zugeordnet^ 
Punktenpaare (a und 6, C und b; di nnd 6i, Ci und bi), 
sowohl in der einen als in der andern Geraden ab- 
wechselnd aufeinander (§.4|6.X und indenAosdrl^ 
' c^en (2, 3.) folgen die zugeordneten Punktenpaare 
(a und C, b und b; (ii undCi, bi und bi; oder a undb, 
b upd C; üi und hi, bi und ig) sowohl in der einen 
als In der änderen Geraden nacbeinander (§^d»a.)* 
Dafs diese Uebereinstimmung der gegenseitigen Lage 
der zugeordneten Punktenpaarc in beiden Geraden im^ 
nier statt finde, folgt daraus, dafs zwischen jeder Ge- 
raden und dem Strablbttschel fi, mit welcbem beide 
projectivisch sind, eine ähnliche Uebereinstimmung ob> 
waltet <£nde §. 4.), wodurch denn jene notbwendiger 
Weise bedingt wird. 

Ganz ebenso wird man andererseits in den Aus- 
dricken (IL), in Hiiisicbt der Zusammenordnong unil 
der gegenseitigen Lage der zngeordneten Strahlenpaare 
in den zwei Strahlbüscheln B|, eine gleiche Ueber- 
ninrtiniwmig wabmehmen. 
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Vermöge dieser UebereinstimmuDg und vermöge 
der obigen AuedcUeke (I, II.) selbst folgt also, dab, 
wenn Ton den 8 EJementen» auf die sich einer dieser 

Ausdrücke beziehf, irgend 7 gegeben sind, dann das achte 
Element dadarcb ganz unaweideuiig besümmt sei. Demi 
sind z. B. die 7 Punkte <i,6»c,b; A|,I,, c, gegeben, so 
ist der Werlh des Verhältnisses Oj : 5i bi durch die 
drei übrigen Verhältnisse eines der drei Ausdrücke 
(!•) gegeben, nun könnte aber der gesuchte Punkt bi 
' -diesem Werihe In zw« Terschiedenen Lagen genügen, 
und zwar wobei er das eine Mal zwischen und das 
andere Mal ienseits der festen Puuktc (ii, b| läge, 
aliela da die gegenseitige Lage der vier Punkte 
Ci , bi mit der der vier Punkte a, (, b überein^timmenü 
sein uiufs, so wird dadurch entschieden, welche von 
den zwei Lagen dem Punkte bi nur allein zukommen 
kOnne. Auf ganz fthnllcbe Welse folgt, dafs wenn an- 
dererseits von den 8 Strahlen, auf welche sich die Aus- 
drücke (II.) beziehen, irgend 7 gegeben sind, dann der 
achte genau bestimmt sei (vergl. §. 6«). Also folgen 
nachstehende SStze: 

A ^Baa ganseSystcm det ß} «Daa ganseSystem der 
entsprechenden Punkten- entipreckenden Sirahlen- 
paar^ in xwel proJectiTi- paare in iwel projectiTi- 
■eken Geraden A, A| iat aefaen StraklbfiackelnB^B« 
heatimmt, wenn Irgend drei ist hestimait, wenn irgend 
Paare gegeben sind, d. h., drei Paare gegeben sin^ 
aohald drei seleke Paare d. k, aobald drei solche 
gagehea aind, etwas, nnd Paare gegeben aind, etwa 
<t|9 (|i C| , SO ist zu jedem a, b, c und a^^, b,, C|, so Ist 
beliebigen vierten Punkt in jedem beliebigen vier- 
em) in der einen 6eraden(A) ten Strahl (d) des eines 
der ihm entsprechende StrahlhfischeUCB) der ihm 
Ponkt,^! in der anderen Ge- entsprechende Strahl (d,) 
raden, rermöge derAusdril- .des anderenStrahlbfischefs, 
cke(I.), genan bestinmt." verm5ge der AusdrScke 

(U.)» geaaa bestimmt.": ; , 
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Und iwar folgt (vergl. §. 6, ß.)x 

„Dafs man in zwei G e- y) ,, Dafs man in zwei 
radcn A,A, ganz nacliWill- S tra hl b ü s c h e 1 n B, B, ganx 
' küli r d rei Pu n k t <Mi p a a r e, e t- nach ^\ illkühr drei Strah- 
wa a und a,. & und {>,, c undc, lenpaare, etwa a und a,, b 
»uswählen, und sodann fest- und , cundc,, auswählen, 
setzen könne, die Geraden und sodann festsetzen kön 
sollen pro j ec ti visch und ne, die Strahlbüschel sol 
di£se drei Punktenpaare len pro j ecti v is ch und die 
sollen entsprechendcPnnk» se drei Strahlenpaare sol 
tenpaare sein." len entsprechende Strak 

lenpaare sei n/* 

Und femer folgt durch Umkeiuriiog: 

^nSind die Punkte «,(,c,b, ^) „Sind die Straelen 
• ••• iiiMl(l|t(()C|,bif ..• itt twei c, d,..,.« und a|, b], c,, d|,.... 
Geraden A und A, der Rei- tweier Strablbfiacbel Bmd 
he nach aolcber Gestalt Bj der Reihe nach solcher 
gepaart, dafs Ewisehen je Gestalt gepaart, dafs swi« ' 
Tier PttBkteapaaren die sehen j« vier Strahlenpaa- 
obigen Bedingangen statt ren die obigenBedingaogen 
finden, nimlich dafs sie statt finden, nSmlich dÄfs 
dem Gesetze (1.) genügen sie dem Gesetse (II.) genfl« 
«■d dafs die gegenseitige gen nnd dafs die gegensei* 
Lage der yier Punkte in tige Lage der vier Strah- 
der einen Geraden mit der len des einen Strahlbfi- 
der vier Punkte in deren- schels mit der der rier 
deren Geraden fiberein- Strahlen des anderenStrabl- 
stimmcnd ist, so sind die bfischels übereinstimmend 
Geraden, in Beziehung auf ist, so sind die Geraden, 
alle jenePunklenpaare,pro- in Beziehung auf alle jene 
jectivisch.** Strahlenpaare, projecti- 

Tisch/' 

11. Bevor die besonderen Fälle der so eben auf- 
gestellten Sätze (§.10.) untersucht werden, sollen diese 
nebst einigen früheren Sätzen erst kurz wiederholt, 
und noch einige erweiternde Folgerungen daraus gezo- 
gen werden, die sodann zusammen die Fundanicnlal- 
sSCze Ober projecLivische Gerade und ebene Strablbü- 
sdiel anemaehen, und deshalb bei jäteten Betrachtan- 
gen häufig Anwendung finden. 
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I. Dto S8lze (§. 4, und §. 6.) und die rorhin aus 
ihnen gefolgerten Sätze (§. 10.) lassen sich, ^rie fol^t, 
kuix zusammeufassen. 

a) „Bei zwei projectlVischen Gebilden — 
seien es eine Gerade und ein ebener Strahlbü- 
schel, oder zwei Gerade, oder zwei ebene 
Strablbüschei — sind die Doppeiverbttltnisse, 
welehe durch irgend Tier Elemente des einen 
Gebildes bcslimint werden, gleich den Doppel- 
yerhältaisscn, welche durch die vier entspre- 
chenden Elemente dea anderen Gebildes be» 
stimnit werden; ferner ist die gegenseitige La- 
ge der vier Elemente des einen Gebildes über- 
einstimmend mit der der Wer Elemente des 
anderen Gebildes.*' 

ß) „Daher ist das ganze System der ent- 
sprechenden lilcui cntenpaare zweier ])rojec- 
tiyischen Gebilde bestimmt, wenn irgend drei 
solcher Paare gegeben sind»" 

y) „Und zwar können solche drei Paare 
ganz nach Willkühr angenommen werden." 
Und umgekehrt (a): 

S) „Sind die Elemente zweier Gebilde der« 
gestalt gepaart, dafs die durch irgend vierEIe- 
lente dea einen Gebildes bestimmten Doppel»' 
Verhältnisse gleich sind den durch die vier 
entsprechenden Elemente des anderen Gebil- 
des bestiuiuiten Doppel Verhältnisse, wobei noth- 
wendiger Weise die |edesmaligen beiderseiti* 
gen vier Elemente übereinstimmende gegensei- 
tige Lage haben müssen, so sind die Gebilde^ 
in Beziehung auf alle, jene Elementenpanr^^ 
projectivisch.** 



38 Von proj. GeraJea «. eben. Sicihlb. in d« Ebene. 12. 



IL Aus den vorstehenden Sttlzen folgt niunUleUiar 
der nachstehende umfossende Salx: 

er) „Sind zwei Gebilde — Gerade oder 
ebene ßtraklbüscbcl — mit einem drittcq pro« 
Je^tivischy so aind aie fea auch anter aich." 

Dieser Satz nmfafst nlndich naehstdiende aecha 
Fälle, wovon die zwei ersten schon oben (§. 9.) als 
Erklärung projecliviscber Geraden und projectivischer 
StrahlbOachel gegeben irurden. 

/]) ^Sind iwei Gerade A, /9) „Sind zwei Strablbfi- 
A| mit einem und demsel- aebel B, B« mit einer nait ' 
ben Strahlba«clie] B pro- derselben Geraden A pre- 
iecjtiviseb, so sind sie es jectiviscb, so sind sie es ' 
aacb unter sich.** auch unter sich." 

„Sind eine Gerade A „Sind ein Strahlba- 
■ad ela Strahlbuschel B sehe! B und eine Gerade A 
flsit einer and derselben mit einem nnd demselbea 
Geraden A| projectiviseb, Strahlbuschel B, p^ojec» 
60 sind sie es snch unter tivisch, so sind sie es sneh 
•leb/* anter sich/' 

i) nSlnd swei Gerade A, d) „Sind swei Strablbl- 
Af mit einer dritten Gera- sehel B| B, mit einem drit» 
den A^ ptojeetivisch, so ten Strahlbftsebel B^ pro- 
sind sie es sneb unter {eetiyisch, so sind sie es 
sieb.** such unter sieh." 

IIL Dorch Wiederholung und Zusanmienaetzun^ 

der vorstehenden SStze (II.) gelangt man unmittelbar 
2ß dem nachfolgenden ausgedehnteren Salze. 

iilat bei irgend einer Anzahl n Gebilden 
^ Gerade und ebene Strahlbüschel — in ir- 
gend einer bestimmten Ordnung genommen, 
der Reihe nach jedes Gebilde mit dem darauf 
folgenden projectiyischy so ist jedes mit je- 
dem, also namentlich auch das erste mit dem 
letzten, proj ectivisch." 

12. Was nun die vorhin erwähnten besonderen 
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nk M^etriliCt (§• II.)» io siod davon zwei Arten zui 
unfmclieidtfiy nSmlidi entweder aind bei Mieliigea 

Gebilden solche Elementenpaare zu betrachten, iRr 
welche die Ausdrücke (§. 10, IL) wesentlich verein« 
laclify oder es siad solche Gebilde an betracliten, bei 
teien illr je Tier eniayreefaende £leBienleB|>aare |eni» 
Auadrücke vereinfacht werden. 

Die besonderen Fälle der ersten Art entstebea 
dadnrcby daCs durch die EigenUiüwlicbkeil der £leMen- 
tenpaare entweder einzelne Verhallniaae in den ge- 
nannten Ausdrücken s 1» oder dafs der Werth eines 
Doppelverhältniaaea 1 wird« Die wichtigsten Fdlie 
der Alt aiad folgende. 

I. Nimmt man bei zwei projcctivischcn Geraden 
A,A|, anstatt der Punktenpaare CundCi, ^ und hu die 
zwetPunklenpaare q iwd <|i, r und ri, die den Parallel« 
strahlen zugehOren, wo ntalSeh q, ri die nnendlleh 
entfernten Punkte der Geraden A, Ai, und wo <|i, r 
die sogenannten Durcbscbnitte der Parallelstrah- 
len aind (§.9» L)» so werden die Ausdrücke (§.1^L)' 
»ufol^jo (§. 7, L), wie folgt TereinfEMlit: 

• 2) a5 : «r - : l 

* rp 

Aus dem ersteren Ausdrucke (1.), der bei späteren 
Betrachtungen durch zweekmafsige Anwendung zu merk» 
würdigen Folgerungen führt, folgt: 

a) 6r : ar a a^qi : bi^u oder 

INimmt man andererseits bei zwei projccti viseben 

SmMMlachibi B,Bi, ««istatt dcorStraUeqpaare cund^u 
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d uod dl 9 die zwei' recbtwiiikBgen entsprechendeo 
Steahleiipaare i und s«! t and tj, d. h., dl« Sekcnk«! 

der entsprechenden rechten Winkel, wo nämlich so-' 
wohl 8 und t, als Si und tf zu einander rechtwinklig 
nod (§* 9, U.), to werden die Ausdrücke (§. 1€^ Ii.) 
ebenfaib ▼ereNtfecht, und namentlich wird ms dem 

erstcren derselben (welcher wichtiger ist, als die bei- 
den üJbrifien), wenn man bemerkt, dai« 6in(9^±x) 
SB C08-X» ako z. B. ein (at) « oee (as): 

sin (as) cos (as) _co8(a,t,) sin(ait,) 
ain (bsj ' cos (bs) co8(biti) ' 8m(bit0 

Oders 

r) tgCas) : tg (ba) . tg (b,t,) : tg (a,t,), nnd 

ö) tg (as) . tg(a|tO « tg. (bs) . tg (b,t»). 
Eben so bat mau: 

rt) *«(aO:fg(bt)«itg(b,s,)>tg(a|fi), «nd 

Ö,) tg (at) . lg (a,ßi) - tg (bl) . tg (b.si). 
Die Ausdrücke (ß, S, Öi) enthalten, mit Worten 
ausgesprodien^ nachfoigende merkwürdige Sätze» 

„B eizweiprojoctivisclien „Bei zwei pro jecti vi sehen 
GeradenA,Aj ist dasRecht- StrahlhüsclM'ln B,B, istdas 
eck (a r . 0, q,) unter den Ab- ProdukL ,-iiis den Tangen- 
stlinden irgend zweier cnt- ten der Win Lei. welche ir- 
sprechenden Pnnkte (ö,a,; pend zwei entsprechende 
oder fc, ,..). von den Dil rrh- S Irahlen mit den ungleich- 
schnitten (r,qt) der Paral- namigon Schenkclu (s, t,, 
lel^trahlen unveräii der- oders,,l)der entsprechen- 
lich, d. h, für all.e P Ulli ten- den rechten Winkel ein- 
paare hat dieses Rechteck schliefsen, von unverändert 
Einerlei Inhalt.'* .lichem Wcrthe." 

Wenn also bei zwei proJecUvischen Geraden A^Ai 
die Durdiscbnitte (r, q^) der Parallelstrablen nndaufser* 
dem irgend ein Paar entsprechende Punkte a, (ki gege- 
ben sind, so sind die Ausdrücke (a, ßJ)y durch welche 
ta irgend einem Pnnkte der einen Ceraden, etwn zu dem 
Pnnkte i in der Geraden A, der efttapred^nde' Punkt 
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bi im iler «MkraiGeradleii At besüiMBt wird, idir diK 
fach und Bequem. Nebstdem nSmlich, dab diirdi die 

gcnaDDleu Ausdrücke über die Gröfse des Abstandes 
Puaktes 61 von dem Durchschnitte qi des 
P^llelstrahis enUcbiedeD wird, tvird diirch die Ueber-. 
einstimman^ der gegenseitigen Lage der Punkte in bei- 
den Geraden, die Lage des Punktes 61 genau bestimmt, 
denn je. nachdem die Punkte. Ai b ßvi einerlei oder 
auf rerBchiedeMii Seiten de» Punktes r Kegen, bo« 
fiudcn sich tibereinstimmend die Punkte (ii, bi anf ei- 
nerlei oder auf entgegengesetzten Seiten desPan]L-i 
tee qi (§• 10.). Wie laicht m sehen, findet aadeivr- 
seits bei den svrei SfraUbfiscIieln B, Bt in ROdssicbl 
der Ausdrücke (y,^t Acbnliclies statt. 

Es ist ferner leicht zu sehen, da£s umgekehrt, wenn 
in zwei projeetiTiscken Gehiden A, Ai irgend drei ent-« 
sprechende Punktenpaare 0, 6, c, und ai,6i,Ci gegeben 
sind» dann durch dieselben ^ie IJ|urcIischuillc r, <\i der 
Paralleletrahlen bestimmt nnd mittelet der Ansdrüeke 
(1, 2, 3) oder (§. 10, L) za linden sitid; mä dafs 'ebeA 
so, '^Tcnn in zwei projeclivischcn Sirahlbüscheln L, Iii 
irgend drei eutsprecbende Slrahlcnpaare a,b,c, und 
>i» bi;*C|, gegeben sind, dann die Schenkel (s^^Si,fj) 
dei" entspredienden rcdhten Winkel (st), (sit,) TCfmöge 
der Ausdrücke (§. 10, H.) bestimmt und zu finden sinck 

IL Von den Ausdrücken (§• 10^ I, IL), aul (Fig. 
7, 8 und 10^ IL) bezogen, gestatten, vmnAge der ge- 
genseitigen Lage der Elemente, nur zwei, nämlich nur 
die Ausdrücke (§. 10, 1, 4.), den besondmn Fall, dafs 
der Werth der darin enthaltenen Doppelverhälteiese 
a 1 wird, und da alsdann die beiderseitigen Tier £le^ 
mente, auf die sich der jedesmalige Ausdruck bezieht, 
zugleich baraMunscfa sind a.), so fol^t abo (was 

«nn Tbeü ediin in g. S^'U. ausgesproeben): 



« 
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„Dafs bei zwei projecti- ,,DafB bei zwei projec- 
vischcn Geraden A, A, ir- tiviscben S tra lilbQs ekeln 
gend vier harmonischen B, irgend vier harmoni. 
Pnnkten in der einen Ge- sehen Strahlen in dem ei- . 
raden auch vier harmoni- nen Büschel auch vier bar- . 
sehe Punkte in der ande* monischc Strahlen in dem 
ren Geraden entsprechen." anderen Büsch«! entsp^e- 

eben."* 

ÜDd umgekelirt (§• 8, I, ß.)t 

nSiail in jeder vem twei „Sind In jedem ven twel 
Geraden A, irgend Tier 8lr«blbieelieln B| ir- 
mionische PnnkteAi^Kc g^nd yier herMenieeke 
and tg, I,, (, gegeben, so Strehlen d« Ii, e nnd a^, d„ 
kann man anfaehtTeraehie- b,, c, gegeben, sokannman 
dene Arien festaetaen, die aaf aebl verechiedene Ar- 
Geraden sollen projecti- ten festsetzen, die Sirakit 
Tiaek nnd j ene Pnnkte sol- bfischel sollen projecti- 
len entapreebende Pnnic* Tisch nnd jene Strahlen 
lenpaare nein, nnd zwar sollen entapreehendeStrali> 
iai daa« nnr erforderliefa, lenpaare aein« nnd swar 
dafa in jedem Falle irgend ist dazu nur errorderlich, 
zwei zugeordnete harmo- dafs in jedem Fa lle irgend 
nische Punkte der einen zwei zugeordnete harmoni- 
Geraden auch zwei znge- sehe Stralilen des einen 
ordneten harmonischen Strahlbüschcls, auch zwei 
Pankt<>n der anderen Ge- zugeordneten harmoni«ehen 
reden entsprechen." Strahlen des anderen 

Strahlbüachela entapre* 

eben.*' 

13. Die besoDdmn FUIe der sweUeii Art (§• 13.) 

bestehen darin, dafs bei den projcctiviscbcn Geraden 
A, A, entweder je zwei entsprechende Abschnitte glei- 
ches Verbttknifii zu eioaDder babea, oder eiaander gleich 
find, mid dafa bei den projeotiviscben SirahlbfiacbelD 

1 je zwei entsprechende Winkel einander gleich 
sind. VoD der Möglichkeit dieser Fälle kann man sich 
Weht übenengeii» wenn man die Gebilde ia perapee- 
tivischer Lage betrachtet, Dämlich wie folgt. ^ 

I. a) Bei zwei perspeativischen Geraden A, Ai kön- 
nen die beMndeKeD UjMaUtaide eintceten. daüa entweder 
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13. Mehrere Gerade v. mehrere Slrahlb. 

a) der Profedioiiipiiiikt B (§• 9.) mendRdl entfernt 

liegt, so dafs die Projectionsstrahlcn a, b, c, sämmt« 

lieb parallel sind, wie z. B. (Fig. 12.), oder ß) die Ge* 
raden A,^i können parallel sein, und der Profectiom- 
paukt B entweder 1) zfriteben, wie (Fig. 6.)> oder 2) 
jenseits denselben liegen, wie (Fig. 13.). In jedem 
fKeier FAil« findet offenbar die besondere Eigenacteft 
ainit: nl^afa )e iwel enf spreebende Abaebnitte 
der Geraden A,Ai einerlei VcrhSltnifs haben,** 
so da(s man also, statt des obigen Gesetzes (§.1Q^L), 
in cKeaen Falle z. B. bat: 

^ ah dc Ab bc 

X* — r~ = = — — -7 ™ O» S* W* 

OlCi Oiöi Dl Ci 

Zwei Gerade, denen diese besondere Eigenschaft 
xukoMi^ aoUen foilan profediviscb |,äbnlicb^ beifiMn. 
Aus dem Vorstellenden folgt mimUtdbar: 
„Dafs das ganze System der entsprechen* 
den Pnnktenpaare zweier projectiTisch äbnli- 
xbor Geraden A^Ai bestimmt ael, wenn Irgend 
zwei solche Paare gegeben sind/ Und 

^Dafs man nach Willkühr zwei solche 
Paare annebmen and sodann festsetzen kOnn^ 
die Geraden sollen pro)eetiviscb Ibnlicb and 
jene Paare sollen entsprechende Punkten-^ 
paare sein." 

Feiner Mg^ ant Bficksicbt auf das Gesetz IQ, L): 
„Dafs zwei projectiviscbe Gerade A, A, 
allemal ähnlich sind, sobald irgend drei Paar 
entspreehende Abschnitte» welche darcb drei 
, Paar entspreehende Punkte, etwa a^h^t und 
Oi>6i,Ci, bestimmt werden, gleiches Verhält- 
nifs haben, d. h., wenn ab s üibg ^ ac : aiCi » 
bC:biCtist." Und: 
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»Daf^ svei.proJectiTische Gerade ihnlich 
sind und p^rip^ctiviseb liegen, sobald iiv 
gend drei Projectionsstrahlen, etwa h, e, 
parallel sind." 

.' Koch Meiht ein Umstand sa bensiken, der hai 
späteren Betraelitangen interessante Folgen nach -sich 
aiaht, . nämlich dafs hei projectivisch ähnlichea 
Geraden At> |edeai endlieh entfernten PoDlUe der 
einen Geraden, ein eben solcher Punkt hi der anderen 
Geraden entspricht. Denn io (Fig. 12.) findet offenbar 
^ kein Paraiielstrahl q slatt (§. 9, L), und in (Fig. 
6. und 13.) haben beide Geraden einen gemeinschaft- 
lichen Paraiielstrahl q* Daher folgt also nothwendiger 
Weise : 

«Dats bei swei projectivisch ähnlichen Ge- 
reden ihre swei nnendiich entfernten Punkte 

(Cfy entsprechende Punkte sind." Und um- 
gekehrt: 

•i^Dafs wenn bei swei projectivisehen Go- 
raden ihre* unendlich entfernten Pnnkte ent- 
sprechende Punkte sind, so sind die Gcradeu 
ftbnlicL" • 

b) Wenn ferner bei swei pn^ectivischen Geraden 

A, Ai entweder er) die Pro)ections8(rahIcn a,b,c, 

parallel (Fig. 12.) und beide Gerade mit ihnen gleiche 
Winkel emsehUelsen (so dafs haoi biQia), oder 
fi) wenn die Geraden parallel imd derProjeetionsponkt 
B in der Mitte zwischen ihnen liegt (Fig. 6.), oder cnd- 
Mch wenn sowohl die Geraden als die Projeclions- 
stfihleil unter sich parallel sind (Eig. 14.}: dann findet 
offenbar die besondere Eigenschaft statt: „Dafs )e * 
zwei cutsprechende Abschnitte der Geraden 
A,At einander gleich sind/* so dafs man, statt des 
vorigen Gesetzes (a, 1.), in diesem Falle hat: 
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3. «6 « n, 61, oc « <i|fi, 8r •» biCi w. s. w. 

In dem gegenwärtigen Falle sollen deshalb die 
Geraden Ai projeetirisch lygieicli" (consent) 
beifsen. 

Dieser Betrachtang zufolge ist also „bei zwei pro- 
jectivisch gleichen Geraden das ganze System 
der entspr ecken den Panktenpaare beatinnil^ 
sobald ein einziges Faar gegeben iat*^ 

Auch folgt, wie leicht zu sehen, „dafs zwei pro- ■ 
)ectivische Gerade A, Ai allemal gleich sind, 
sobald Irgend drei Paar entsprechende Ab- 
schnitte derselben, welebe dnreb drei ent- 
sprechende Punktenpaare, etwa 0, b, C und (ii, 6|, 
(i, bestimmt wei*den, einander gleich sind, d.h«, 
I wenn a6 «i^i, >^ aiCi', und ht ist." 

Endlich folgt (a): „Dafs bei zwei projecti- 
visch gleichen Geraden i hre unendlich entfern- 
ten Punkte entsprechende Punkte sind.'* 

it Zfrei perspecti'visehe Strahlbfischel B, B| 
können insbesondere so sein, dafs entweder «) ihr 
perspectivischer Durchschnitt A (§. 9, II.) zu ihrem ge- 
meinscbaftÜchen Strahle (eci) rechtwinklig und von den 
Mittelpunkten 6, Bi der Strahlbüschel gleich weit ent- 
fernt ist, wie etwa (Fig. 5.), so dafs je zwei cntspre- 
. cfaende Strahlen gleiche Stticke von einander abschnei- 
den, nfimlich Ba «■ BiO, Bft » 'B,15; n. s. w., odAr 
^) dafs }c zwei entsprechende Strahlen parallel sind, 
welches nämlich dann eintreten würde, wenn man in 
Gedanken die Figur 10. sich so veranderen liefse, dafe 
während die Mittelpunkte B, Bi der Strahlbdschel fest 
blieben, deren perspectivischer Durchschnitt A sich ins 
Unendliche entfernte, wodurch (Fig. 15.)l entstände. In' 
Jedem dieser swei FftHe findet offenbar die besondere 
Eigenthüuiiichkeit statt: 
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^Bafs )e zwei entsprechende Winkel der 
swei StrahlbtticbclS^BieiBMder.gUicii sind;" 
to dafs nan ako, statt des obigen GeMties (§. 10, IL), 

nur die einfache Beziehung hat: 
3. (•b)-(atbA(ai^-(iiCt), (be)-aHei)o.i.w, 
Zwei Sünhlbflscbel, deocii diese besoadare Eigen. 

Schaft zukommt, sollen projcctivisch „gleich'* heifsen. 

£s fol^t ans dieser Eigenschaft luunüielbar: »Dafs 
dai^gaiise Sjstem der «nteprecbeiidett Strab* 
lenpaare zweier projectivisch gleicher Strahl- 
büschel bestimmt sei, sobald ein einziges 8ol< 
cbes Paar^^twa a^ai» gegeben ist" Jedoch sind 
dabei 9 in Hinsicht der Aiifeinanda>fbl9B der Strahleii» 
oder der Lage der Strahlbuschel, zwei Fälle zu unter- 
scheiden. NUmlich man kann die Strahlen der Reihe 
nach in beiden StrahlbOsciieln entweder in f leich er 
oder in umgekehrter Ordnung aufeinanderfolgend 
annehmen; d. h., mau kann annehmen die Strahlen 

a^dy b^Ci und aiydi»bi,Ciy folgen sich, von 

^den IfiUelpnnkten der StrahlbQschel ans betraclilel, 
entweder 1) in beiden Strablbüschcin rechtsherum, 
oder in beiden linksherum, y\ie z.B. (Fig.läi.)» oder 
2) in dem einen Strahll>llschel reohtsbernm und in 
dem anderen linksherum, wie z. B. (Fig. 5.). Das 
Gesagte findet statt, die Strahlbüschci mögen sich in 
.perspecUvischer oder schiefer Lage befinden. Im Falle 
(i.) sollen die StrahlbOachei ^ieichliegend'* und in 
Falle (2.) sollen sie „u n g 1 e i c h 1 i e g e n d" hcifscu. Wird 
der eine Strahlbüschel in Gedanken umgewandt, und 
wiederum z|i dem anderen in dieselbe Ebene gelegt, so 
wird die Ordnungsfolge seiner Strahlen offenbur eine 

• 

andere, so dafs, wenn die Strahlbüschel vorher gleich- 
liegend wareui sie jetzt ungleichiiegend sind, und 
aucb umgekehrt* Dieser Untendiied der h»ffi zweier 
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• . 

projedMidi ^ekikr SlviUMMMi gielit uA weiter 

unten , bei der Erzeagung der Kegelschnille^ aul sehr 
:aufiaUeiide Weise kund. 

Ei ienier: ^iDaCe swei pitoJeetiTisclie 
.Strahlb<|Bohel B,Bi allenal gleieh sind, sobiilil 
•Irgend drei Paar entsprechende Winkel der- 
.selbea^.welcke durch drei eslapt ecii^Bie Strair 
leapeere keaCiAait werde», gleicli eiiiil«'* .Vmii 
„Dafs daher zwei projcctivische Sirahl- 
büschel gleich sind und perspectivisch liegen, 
-aobaid irgend drei entipreckeAde Sirabiei^ 
paare parallel siad.*' 

Endlich mag noch bemerkt werden , dafs es bei 
svrei projecttvisch gleichen Strahlbüscbeln nicht nur 
X ein Fear eBtipreobende recbte Wiiikel giebt (§..9, IL), 
sondern dafs vielmehr jedem rediten Winkel des einen 
^Strahlbüscbek auch ein eben solcher im anderen enl- 
qpikfat 

. Von der gegeaseitigen Lage der Gebilde and d.ea * 
dnrcb sie bedingten Sftiien and Aafgaben. 

14. Nachdem die allgemeinen und b eg e ad ewtt fier 

setze, die zwischen den eutsprechenden Elementenpa^i- 
ren zweier projcctivischer Geraden A^Ai und aweier 
piofectivischer StrablbOecbel Bt slett finden, fptoMf- 
sucht worden, sind nunmefar die Eigenschaften, welche 
von der gegenseitigen Lage der Gebilde herrühren, ger 
iiao zu b^tiachten, und zwwsoUen suniclist diefi(|erkr 
SMle aa%esQcht werden, %woran man erkeant, ob zwei 
solche Gebilde sich in pcrspectivischer oder in 
schiefer Lage befinden. 

Dabei zwei pn^edivischen Geradtti Au, wenn 
aie petspeetivlidi liegen, zwei entsprechende PiinKtf 
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(e, ti) fa fhtmn DardMcMlto Tenfailst.8iA4'(§. 9t L), 

und ihi das ganze System ihrer entsprechenden Puuk- 
tenpaare bestimmt ist, sobald irgend drei Paare gegeben 
sibd (§• 141^ ft.)t so folgt nothwendlger Weise, dafs sie 
•lob «llenal in perspectivisobtr Lage befinden werden, 
wenn entweder irgend zwei entsprechende Punkte in 
ibrem Durchschnitte vereinigt sind, oder wenn irgend 
dM Pro)eclioiisstniUen in eiseai Punkte MSsmnMifr- 
trelTea« Sind c. B. die Geraden A, Ai (Fig. 8.), in An- 
sehung der Punkte 6, C, und Oi, b|, Ci...... pro- 

leotiviseb, und «Man denkt sieb dieselben in solcbe^Lage 
gebraehty dab irgend zwei entspreebende Ponkte^ etwa 
« und ei, irasammenfallcn (Fig. 7.), so müssen alle Pro- 

jeclionsstrahlen acii, bbi, t(i, durch einen und . 

' denselben Ponkt gehoi. Denn fbnde -dieses niebt- slat^ 
ff» kllmle 'man den Punkt B, In wetebem irgend K»W01 
Strahlen, etwa ani, hhi, sich begegnen, als Mittelpunkt 
eines Strablbüschels B annehmen, und dann würde lc(^ 
terer die Geraden A, Ai projectivisch schneiden (§.9,1.X 
und zwar würen a und rti, 5 und 6i, e und drei ent- 
sprechende Punkleupaare; da aber , durch drei Paar ent* 
sprechende Punkte das ganze System der entsprechen- " 
den Panktenpaare besHnmit Ist (§. 10, ^6".), so mnfs das 
neue System von entsprechenden Punktenpaaren mit 
dem gegebenen völlig übereinstimmen; und folglich mbfs 
f«^«r' Strahl c, d/....; des StrahlbBscbels Bdnrdh zwei 

gegebene entsprechende Punkte c und Ci, bttndbi, 

oder umgekehrt, jeder Strahl cCi, b^i, » der ein 

Paar gegebene entsprechende Punkte c und Ci» bund 

1^,', verbindet; mnfs dureb den Pankt B geben. 

Denkt man sich ferner die gegebenen Geraden A, A, 
(Fig. 8.) in solche Lage gebracht, da(s irgend drei Pro- 
fectionsstrablen,' etwä ddi, ttu einander in einem 
Punkte B treffen (Fig. 7.), so müssen alle übrigen 

Pro- 
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Pr^Mliflniilrahkii — darth dUefto ataKchcn 

Pankt gekeii. Demi nimnit nun in derTbit dettPankt 

B als Mittelpunkt eines Strablbüsciiels au, so schneidet 
dersdbe die Geraden A, Ai proiectiviscb, und smr ' 
so-, difs^ a und i «nd c«Bd Ci drei entipre- 
cbeude Punktenpaare sind, allein da diese Punkten- 
paare auch za dem gegebenen System von entsprechen- 
den PonktenpMrreB gehdrCB» m> sind die Geradeo in 
Mden lillen (Hr die ateiiciMii PonktenpMre, projee« 

tivisch, uud folglich geht jeder Strahl d, des Strahl- 

l>ttechels B durch zwei gegebene entsprechende Punkte 

% und bi, der Gendi»! A, Ai, oder ungekefart )e- 

dter Pro)e«tientfltniht der Geraden geht • dordi jenen' 
Punkt B, und folglich liegen die Geraden perspectivisch* 
Da andererseits bei zwei projeetirischen StrablbO- 
tdielft-'B» Bt» wenn sie perspectivlBcli liegen, zwei ent- 
sprechende Strahlen (c, e,) zusamnicnfalien (§. 9, 
und da das ganze System ihrer entsprechenden Strab* 
. knpaare bestimmt ist, sobald irgend drei Paare gege* 
hm sind (§. 10, so ist klar, dafs sie sieb allemd 
in perspectivischcr Lage befinden werden, wenn ent- 
weder irgend zwei entsprechende Strahlen aufeinander 
iaUen, oder wenn die DurebscbBllte toii Irgend dre& 
entsprecbeoden Strablenpaaren in einer tmd derselben 
Geraden liegen. Sind z. B. die Strahlbüschel B, B| 
(Fig. IL), in Ansehung des Systems Ton entsprecbeti- 
den Strahlen ay-byC».^.;. uad aivlNy • profecd- 
Tiscb,nndman denkt sich dieselben in solche Lage ver- 
setzt, dafs irgend zwei entsprechende Strahlen*, etwa e 
tindei, aufeinander l^len(Fig.l<kX so nassen Jede swet 

entsprechende Strahlen aundai, bnndbi, enndc,, 

sich auf einer und derselben Geraden A schneiden. Denn 
legt man durch zwei solche Durchsobaiite, etwa durch die 
BwtchadMutte 4, b derSlrable^aare aimdai b^ oiidbv ^ 

4 
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cina Gerade A» eo würden, wenn man für einen Angen- 
hlkk^ mn die MUtelpnnkte B» Bi» statt der gegebenen 

Strablbüschel, sich andere doiken wollte, welche die 
Gerade A zum perspecüvi^chen Durchschuilt (§. 9, II.) 
hfttten, dieselben von den gegebenen Aichl Tcricliieden 
sein kdnnen, weil sie mit ihnen die drei entsprechen- 
den Strahlenpaare a uod ai, b und b,, c und Ci, wo- 
darch das ganze System der eotsprecheudcn Strahlen- 
paiM besünuBt wird, gemein hAlten, folglich s e hn cidc tt - 
sich je sirci enUpredMnde Strahlenpaare cnndci, d 

und dl y der gegebenen Slrahlbüschel auf der näm- 

lieben Geraden A, und folglich liegen die SUablbOschd 
perspedivisefa. Wird femer angenommen, die gegebe- 
Strahlbüscbcl B, Bi (Fig. 11.) seien in solche Lage 
versetzt, dafs irgend drei entsprechende Strahlenpaare, 
etwa anndai, bondbt^ cnndct, sich aof ehier Ge- 
caAen A schneiden (Fig. 10.), so würden, eben so win 
TOrhin, wenn man sich um die Mittelpunkte Bi^ 
aoiser den gegebenen Strahlbüscheln, noch andere den-^ 
ken wQlIttt» wdche die Gerade A tum perspediviscben 
Dnrebschnitt bStlen, dieselben nicht von den gegebenen 
verschieden sein können, weil sie mit ihnen die ge- 
nannten drei entsprechenden Strahlenpaare gemein hUUDr 
folgUch aüpsen die gegebenen Strahibflschei perspacti« 
visch liegen, und die Gerade A zum perspectivischen 
Durchschmtt haben. 

Deanacb bat wuhbl nachstehende Sitze: 

^Zwei projcctiyiscIieGe- „Zwei projectivisclie^ 
rade A, A( befinden sich Strahlbus chel B, B| befin* 
alh'miil In perspectiTi- den sich allemal In pei^ 
ach er Lage, wenn entweder tpeetiTieeher Lage, wenn 
«) irgend zwei entepre- entweder o) irgend zwei 
chende Punkte In ihrem entsprechende Strahlen 
Darchscnitte vereinigt aufeinander fallen, oder 
•ia4; «der ^ wenn Irgend fii wenn Irgend draL eni> 
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drei P ro j ectionsst rali I cn 
in einem Punkte zusam- 
mentreffen.** Und umgekehrt: 
^"Wenn TOn diesen zwei 
UmstSnden (a oder ß) der 
eine oder der andere ent- 
schieden nicht statt findet, 
so befinden sich die Gera- 
den allemal in schiefer 
Lage,'* 



sprechende Str ahlenpaara 

sich auf einer Geraden 
schneiden." Und umgekehrt: 
„Wenn von diesen zwei 
Umständen («oder/?) der 
eine oder der andere ent* 
schieden nicht statt fin- 
det, so befinden sich die' 
Strahlbüschel allemal ia . 
schiefer Lage." , 



Dimmacli kflonen xwei projedivitelie Gmda^ oJir 
zwei projectivische Strablbüschel auf unzählig viele 
n^schiedene Arten in perspeetivische Lage gebracht 
werden « nidem man jede zwei entopreckende Funkte 
« und Ol, 6 und Cond (i^..... od«* Strahlen asndtf/ 
bundbi, cundci, ..... Tereinigen kann. 

Insbesondere ist hierüber folgendes za bemerken. 

L Für projeotinech ähnliche (oder gleidw) 6e« 
reden folgen ana dem oUgen Sate naakrt^hende be- 
sondere Säizet 

yyZvrei pro|eetiTiach ftknlicke Garade A,Af 
liegen allemal perapa.etivisek, wenn irgend! 
zwei entsprechende Punkte (a und Oi, oder band 
bi, ...... oder q und qi) in ihrem gegenseitigen 

Dnrckacknitte vereinigt sind, und zwar a) 
wenn zwei endlich entfernte entsprechende 
Punkte vereinigt sind, wie z.B. e und (i (Fig. 12.), 
8 0 sind die Projectionsstrahlen a,b, ••••sftmmt* 

lieh parallel, ao dafa der Pro|eetionspnnkt B- 
unendlich entfernt liegt; und b) wenn die nn-* 
endlich entfernten, einander entsprechenden. 
(§. 13, y Punkte q» qi der Geraden Toreinigt 
sind, d. h., wenn die Geraden parallel alnd^ .. 
dann treffen alle Projectionsstrahlen in einem 
endlich entfernten Punkte B zusammen, der 
entweder zwiaehen(Fig.^X oder jenseits (Fig.ld.)- 

4* 
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der Geraden lie^i (sind die Geraden gleich, so 
Hegt der Pro)eetioo«punkt B im ersten Falle In der 
Mille zwischen lUnen (Fig. G.), und im an^en Falle 

Hegt er unendlicli entfernt (Fig. 14.)).'' 
Und femer folgt: 

^Findet slcb^ dafs bei zwei pro^ectlvischeii 
Geraden irgend drei Projcclionsstrahlen pa- 
rallel sind, so schliefst man daraus, dafs die 
G«er«de9 ttbnllcii (oder gleicb) sind» «ad dafs 
sl^fierspectivisch liegen (§. 1^ I, a.)." 
.. IL Für Sirahlbüschel folgt insbesondere: 

ifDafs xwei proiectiviscb gleiche Strahl- 
littleliel B» Bi allemal perspectiTisch liegen^' 
wenn irgend xwei entsprechende Strahlen 

(SLimdai) b und bi, ) aufeinander fallen, und 

xffar* dafa a> wenn aie gleichliegend sind (§• 
U, n.)> je *^^l entsprechende Strahlen unter 
sich parallel, mithin ihr perspectivischer 
][>urxh8chnilt A. unendlich entfernt ist; oder 
l^ wenn ungleichiiegend sind, ihr perape4>- 
Üvisch^r Burchsehnitt A auf ihrem gemein- 
achaftlichen Strahle BB^ rechtwinklig steht 
«ad ihn b4U.tet .(Fig. 5.).*' 

. . Und lemers 
„Findet sich, dafs bei'zwei projecti^isehea 
. Strahibüschein irgend drei Paar entsprechen- 
de Strehlen parellel sind» eo iolgt daraus, dafs: 
die Sirahlbaecliel gleich, gietehliegend und 

perspectivisch sind (§. 13. iiy 

. 15^ Ueber die peBspectivigche Lage zweier pro jecti- 
TMiHr Geladen oder xweier ptojeolkisdier Sbrahihu- 
aehel ist nodi fei gendes an betaerken. 

\ . sich zwei projectivische Gerade A, Ai allemal 

io;.|ieilBectiYiafllief .Uga jbefi^ anhald in. ihrem 
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« 

DancbscHiiHte iffgend »iv^* entspredieBde P^iBkta TMf* 

iii^t sind (§. 14.), 8o bcit folglich der von iliuea einge- 
schlossene Wifikel auf diese Eigenschaft keinen Ein« 
AuOb, Ilttk ttan dw eiiMG«rade, etwa A (Fig. 7^ fes( 
.wabrend man die andere -Ai Uin ilM-en-i^enieiimclHiMit * 
chen Durchschnitt (Cfi) hcruinbovogf , so jedoch, daCl 
die jiäiiiUc(ien zwei enUpredieudeo Puukte € und tg 
•tets Vereiafgt Uettten, so irerdim also die GeradiH 
keinen Augcnblitk anfliOren perspectivisch zu sein, aK 
lein ihr Projectionspunkl B wird offenbar gleichzeitig 
mit At aeinen Ort dDdero».aiid es enlstebt dalMV die 
Frage, io welcberLinie er sieh benvegen werde? 

Vermöge der Parallelslrahlen q, r ist diese Frage 
leicht zu beantworten. Denn da dieselben stets deo 
Geraden A» At parallel Ueibeii» md da ihre Dwrob^ 
acbnitfe qi, r, derYoranssetzung gem^fs, iKreAlMliBde 
VOM dem Durchschuilte (tCi) der Geraden, nicht än- 
dern, so dafs die Abschnitte <|iei, rc der GrOfsc nach 
unverSndelrlicli siacl , so bleiben folglich anch die bei- 
den übrigen Seilen rB, q^U des Parallelograuiuis Be 
(eC]) (]i der Gröfse nach unveränderlich, und da end- 
lich der Punkt r» als in A Degend, fest bleibt, so 
mnfs sich folglich der Pro}ectionspunk.t B io 
dcrjenigcnKreislinie bewegen, welche rB zum 
Uaibiuesser und r zum Mittelpunkt hat. 

Da zwei profectivische- Strahlbttschel B, Bi in ei- 
ner Ebene sich allemal in perspecf irischer l^ge beft»> 
den, sobald irgend zwei entsprechende Strahlen aufein- 
ander fallen (§. IL), so hat folglich der Abstand. (BB|) 
ihrer Mktelpiinkte von einander anf diese Eigenschaft 
keinen Einflufs. HHlt man das eine SlrahlbOschel, et- 
wa B (Fig. 10.), fest, während man das andere ß| ihm 
nSher oder femer rücken Itlbt, so Jedoch, dals' stets 
At nämlichen zwei entsprechenden Strahkn e und Ci ver- 
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«faiifC bleiben» so werden ako die Strahlbflsdiel fbit* 

während perspectivisch sein, allein ihr perspecliWscher 
Dorchschnitt A mufs offenbar gleichzeitig mit dem 
Stnihlbüichel Bi seinen Ort Andern, und es enistefat 
daher die Frage, was das Eigenthtiniliche seiner 
Bewegung sei? 

Diese Frage ist mittelst der Parallelstrahlen q, qi 
Idebt %n beantworten. Denn da das SirahlbQschei Bt, 
der Voranssefsmig geniafs, sieh ohne Drehung bewegt, 
so bewegt sich folglich jeder Strahl desselben sich > 
selbst parallel, folglich bleiben die entsprechenden 
Strahlen q, qi stets parallel, sie sind folglich beständig 
die Parallelstrahlen, und folglich nuifs sich auch der 
perspecti vificbe Durchschnitt A sich selbst 
parallel bewegen, nSmlieh er mafs stets dem festen 
Strahle q parallel sein. 

Demnach hat man nachstehende Sätze. 

„Wenn ?on xwei perspecr ,,Wenn Ton ywei perspec- 
tlvlsehen Geraden A, A, die tivisehen SlrahlbAscheln 
sinn feit bleibt, wihvend 3, B| des eine feet bleibt^ 
die andere eich nin ihren wShrend das andere sieh 
gemeinaehaflU eben Darob- so bewegl, defe stete di€« 
schnitt dreht, ohne in glei» eelhen swei entapreeben- 
ten,so dafa stete dieselben denStrablen vereinigt blel- 
swei entapveobendenPnnk- bepi, alao ohne a|ob an dre« 
lo rereinigt bleiSen, ao he« hon, so bewogt aieb der 
wogt aleb der Proj eotiona- perapectiTiacho Durob- 
pnnkt B in einer beatlmm- aobnitt A eich aelbat pa>. . 
ten Kretalinie, welebe el«> raliel, nnd swar dnreb die 
nen der beiden Darob- ganso Bbone fort, d« b. er 
sobnitte (^^t) der Pumllel- gelangtnaebnnd nach in die 
Strahlen, nSmlicb denjenl^ Lage yon jeder Geraden, 
gen der in der featen Gera- weiobe mit der anfiogli* 
den liegt, snai Mittelpnnlct phen -Geraden A parallel 
het." ist." 

£s ist hiebe! noch folgendes zu bemerken: 

L Bringt aw» wtiurend die Crevnde A immerhin* 
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fest bleibt, die Gerade A|. lA andere Lage, so daCi 
nacheiDaiider immer andere entsprechende Pmikte in 
dem Doreksdinitte der Geraden yereioigt werden, so 
erhdU mao andere iOrtskreise, aber alle diese Orts- 
kreise haben den Punkt r zum gemeinschaftlichen Mit- 
telpnnkt 

Ist der ProjectioDspunkt B in irgend einer be- 
stimmten Lage gegeben, so kann die Gerade Ai nur 
zwei verschiedene Lagen haben (§.<i» lt.), wie s. B. in 
(Fig. 16.)» wo Vi die zweite Lage Torstellt. Di^. ent- , 
sprechenden Punktenpaare e und Ci, f und f, , die in 
beiden Fällen in dem Durchschnitte der Geraden ver- 
einigt werden» sind so, dafs re ■> rf und (In Ai) Hifi 
^ <lifi» ^cil nämlich B in der Mitte zwischen Ai nnd 
91i liegt (^. 6, IL). Daher folgt ferner: „Dafs jeder 
aus dem Mittelpunkt r beschriebene Kreit 
IB( als Ortskreis angenommen werden kOnne, 
und dafs für denselben zwei verschiedene ent- 
sprechende Punktenpaare (eundCi, oder fundfi) 
in dem Durchschnitte der Geraden sich yerei- 
nigen lassen, nod zwar sind diese Punkte je- 
desmal so, dafs die Durchsciiuitte (r, <)i) der 
Paraiielstrahlen in. der Mitte zwischen den- 
selben liegen.'* 

Noch sind zwei entsprechende Punktenpaare za er* 
wähnen, die sich vor allen übrigen auf eigenthümliche 
Weise unterscheiden. Nach (§. 12, L) ist nttmticb das 
Rechteck unter- den Abstftnden irgend zweier entspre- 
chender Punkte von den Durchschnitten der Parallel- 
strahlen coostaut. Nun giebt es zwei solche Punkten- 
paare, bei welchen das genannte Rechteck ein Quadrat 
wird. Denn man denke sich ein Quadrat, dessen In- 
halt dem coustauteu Inhalte aller Rechtecke gleich ist, . 
nnd dessen Seite, an! der Geraden A,. durch jeden der 
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zwei Absclinitte t^, tf) dargestellt se^ 80 mfissen nolh- 
wendiger Weise aucii 4idi> ^i^i Seilea dcuelben Qua^ 
dnits» und also rft ^igi «b r( « MUl* Wer* , 
den die Geraden A> A| so gelegt, daCi eiot dieser 
Punktenpaare Q und ^i, i) und {)i sich in ihrem Durch- 
scboiUe befiodel, wenn z. die Punkte e und (f ig, 7^ 
eins dieser Paare ▼ertreten» so ist das PaiaUeognuDiii 
Br(ee,)qi eine Raute, und der Strahl e hSlftet den 
Ton den Geraden ciugeicblosseoen WiukeL Und auch 
unigekehrt. 

II. Bringt man, wfibrend der SfrahlbQschel B fest 

bleibt, den Strahlbüscbcl Bi so in andere Lage, dafs 
nacheinander immer andere entsprecliende Strahlen auf 
einander fallen , so erliält der perspectivische Durcli* 
flcbnilt A orfenbar andere Richtung, und zwar wird er 
)ede mögliche lUchtung in der Ebene erhalten können. 
Denn wird der perspectivische Durchschnitt A in ir- 
gend einer bestimmten Lage angenommen, wie etwa io 
(Fig. 10.), so kann der Sirahlbüschel Bj, zufolge (§.6, 
II.), auf zwei verschiedene Al len so gelegt werden, daCs 
er mit ihm find mit dem festen Strablbüschei B perr. 
spectivisch ist, und awar werden das eine Mal zwei 
entsprechende Strahlen e, e^, v>iß in der Figur, und 
das andere Mai irgend zwei andere entsprechende Strah- 
len, etwa f, fi, aufeinander (allen. Stellt 9Si diezweite 
Lage des Mittelpunktes B| dar, so steht A auf dem 
Abschnitte B^^i rechtwinklig und hälftet ihn (§.14,I1.X 
dahfr liegt IBi ebenfalls in der Kreislinie tBBi«, die 
fß zum Mittelpunkte hat, und daher werden die von 
den Strahlen e und f eingeschlossenen Winkel durch 
die Strahkn • uad t hWtet; und eben so werden im 
SirahlbOschel Bi die yon den Strahlen ei.und fi ein- 
geschlossenen Winkel durch die Strahlen Si und t| hälf- 
tet Daher folgt; ,»Dafa es für jede gegebene 
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Aichtung des pjerspcctivischcn Durch scbnil-* 
tes (A) x'wei 'entspreehende Strahlcnpaare (• 
md tit oderf dod fi) flieht, wovon das aine -oder 

das andere aufeinander fallen kann; und zwar 
liegen dies^ Slrahlen so, dafs die von ihnen 
•inf escliloasenen Winkel du^ch. die Schenkel 
(s, Bi, Xi) der entsprechenden rechten Wiih 
kel gehülftet w erden.** 

Aehnlicherweise, wie Tjorbin (I^t sind hier aoeh 
«wei «»iBpreebende StrahklDpaare ctt errrShnen, dtoen 
ein eigenlhttinliches Merkmal zukommt. Da nlimlich 
dias Produkt aus den Tangenten der Winkel« welche 
irgend zvrei entsprechende Strahlen mit den noglcieht 
naniigen Schenkeln der entsprechenden rechten Winkel 
einsclilicfsen , für alle Strahlenpaare einerlei Werth hat 
(§• 12, L)y so wird, wenn die eine Tangente die Qua- 
dratwonel aus diesem Werthe ist» nothwendiger Weis^ 
die andere Tangente Ihr gleich sein, und alsdann wer-» 
den auch die zugehörigen Winkel einander gleich sein. 
Es sei X. B, (gt) (Fig. X7.) ein solcher Winkel» so 
vfhd er dem Winkel (giSi) gleich sein, und wenn er 
auf der anderen Seite' an t liegt, d. h., wenn (ht) 
(gt), so ist auch OusO = (hl), mithin (gl) = (giS») =• 
(ht) mm <hi8i). Bann ist folglich aiieh sogleich (gs);^ 
(giti) ^ (h s) »> (hiti). Vennögc dieser Eigenschaft der 
entsprechenden Strahleupaare g und gi, h und h| folgt, 
dafs wenn die Strahlblischel Ii, B| so gelegt werden 
daCs die swei Strahlen eines dieser ivrei StrahlenpaMre 
aufeinander fallen, so wird der perspectivische Durch- 
adinitt A mit den yereinigteu Strahlen (also mit BBJ 
paraUeL Und auch umgekehrt. 

1^ Bevor Sie Eigenschaften, die von der achiefen* 
Lage projectivischer (Traden und projectivischer Strahl- 
blischel herrühren, untersucht werden, sollen erst be«> 
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Modm FMlIe» wdbei weder cIm Merkmal 4er per« 

spectiviscbcn noch der schiefen Lage klar her« 
vorthtty betrachtet werden, nHiiiIich diejeoi^en Fälle, 
W0 «wei profectivieche Gerade aaleinaBder ^legl «od 
wo die Mittelpirakte tweier pro)ectiTiicber Strehlbttodiel 
vereinigt werden. Diese Fälle sind von grofser Wich- 
tigkeit, ond werden in einem späteren Hefte (im vier- 
«len) einer Reihe der intereesaiitesteii Resultate s«r 
Gnradlage dienen. In dem vorhergehenden (§. IS.) 
ist der ganze Spielraum in Hinsicht der perspectivi- 
aeben Lage zweier Geraden nnd zweier StrahlbfUcbel 
gezeigt worden, nor die {genannten Grenzfölle find da- 
bei unberücksichtigt geblieben. 
Zunächst entsteht die Frage: 



„Ol» bei zwei beliebig 
aufeinander gelegten pro- 
jectivischen Geraden A,A, 
entsprechende Paukte zu- 
sammenfallen, and wie- 
viel Paare zasammcnfal- 



„Ob bei zwei beliebig 
aufeinander gelegten pro- 
jectivisclien Stra blbu- 
scbeln ß, B, entsprechen- 
de Strahlen zusammenfal- 
len, und wieviel Paare zu- 
sammeo fallen?" 



£a läÜBt «cb zum Yorana bebaopten, dafs weder 
bei den Geraden A, A|, nodi bei den StrablbQsebeln 

B, Bi drei Paar entsprechende Elemente zusaminenfal« 
len können, vieii durch drei solche Paare alle übrigen 
besiiiüwt lind (§. 11, ß.), und folglich die Gebilde nolb- 
wendiger Weise gleich sein müfsten (§. 13, I, b.), so 
dafs alsdann je zwei entsprechende Elemente zusaumien 
fielen* Also liönnen im Allgemeinen nicht mehr ala 
zwei Paar entsprechende Elemente zusammen fallen. 
Diese Behauptung bestätigt sich auf folgende Weise, 
wenn man von der perspectivischen Lage der Gebilde 
antgeht, und sie in die hier zu nntenoehendeii GrenZ" 
fälle übergehen läfst. 
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I. Wird die Gerade A» (Fig. 16.), unter den oben 
angegebenen Bedingungen (§. 15.), so lange um den 
JDerchsebnitt (eCi) b«wregty bis sie aaf die feste.Gerade A 
ikHfy wdches, wie man sieht, auf «wei Arten geseheben 
kann, entweder so, dafs f, f, auf eF, oder dafs tili auf 
ei fällt, 80 werden aufser den schon vereinigten entspre- 
dienden Punkten e> tu in jedem Falle nnr ein einzi- 
ges Paar entspreebende Punkte zusammen faHen, and 
zwar, wenn f und 1 die Punkte sind, in weichen der 
Ortskreis Ton B die Gerade A scbneidet, so werden 
im ersten 'Falle nur die entsprecbenden Punkte f,f[und 
hn anderen Falle nur die entsprechenden Punkte t, t, 
zusammen fallen, weil offenbar nur jeder von den zwei 
Strahlen k» 1 mit den Geraden A, Ai.ein gleicbschenk- 
liges Drdeek,- dessen gleiche Seilen in diesen Geraden 
. liegen, bilden kann. Der Projectionspunkt B fallt also 
daa eine Mal mit t und fi, und das andere Mal mit 
I und Ii zusammen. Daher folgt: 

„Dafs, wenn zwei projectivischc Gerade 
A,Ai auf einander liegen, und wenn zwei Paar 
entsprechende Punkte (e und tu f und (i, oder 
lund fi) Tereinigt sind,' so sind sie als perspeo« 
tivisch anzusehen, und zwar ist das einePunk- 
tenpaar (welches man will) als Durchschnitt der 
Geraden und das andere als Projectionspunkt 
(B) an zusehen." 

Wird andererseits das Strahlbüschel Bi, unter den 
oben angegebenen Bedingungen (§. 15.)» so lange be» 
wegt; bis sein Mittelpunkt mit dem Mittelpunkte des 
festen Strahlbüschels B sich vereinigt, so werden, aus- 
ser den schon anfänglich vereinigten entsprechenden 
Strahlen e, ei, nur du einziges Paar entsprechende 
Strahlen aufeinander fallen, nämlich, wie leicht zu se- 
ben« nur die P^railelstrahien q, qi> und zwar veret- 
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Bigt akh gWdixellig «ndi «ler perspedMaelM'Blireh-* 

iduuit A mit diesem Strablenpaare. Daher folgt: 

„Dafsy wenn die Mittelpunkte zweier pror 
' lettischen SCraklba«ckei Bf Tereinicl sjo^* 
«nd wenn zwei Paar entsprechende Strahlett 
(e und et, q und qO aufeinander liegen, so sind 
si« als perspectivisch anzusehen, und zwar ist 
das eine Strahlenpair (gkachviei welches)» als 
der perspec(ivis€he Dnrebsohnitt (A) za her 
trachten." 

IL Um die vai|;eiegle Aufgabe nach ihrem ganzen 
Umfange xn Ideen, mag folgende Betracbtang dienen^ 

d^e alle Umslünde klar vor Augen stellt. 

Bei zwei projectivischen Geraden A, At üadet in 
lünsichl der AufeinanderfDlge ihm eotspreohcnden 
Punkte folgende Besiehung etatl. 

Befinden sich die Geraden in perspecliviscber Lage, 
wie etwa in (Fig. 16.;» und man läbt in der Yorsteli- 
long einen Profectionsstrabl sieh um den Projections- 
pnnkt B bewegen, z. B. fängt man mit der Lage von h 
an und bewegt ihn linksherum» so dafs er nachein- 
ander in die Lage yon k» q, 1; g, r, f » h gelangt» ao sii:h| 
man» dals Ton den zugehörigen entsprechenden Punkv 
ten f}, f)i dereine, in der Geraden A, sich von {) über f 
hinaus nach dem unendlich enlCernteu Punkte q bewegt, 
Ton da auf der entgegengesetzten Seite üher 1» g» e» 
bis r rflckt, nnd von da tlbcr f endlich noch ^ zu- 
rückkehrt — während der andere, in der Geraden Ai, , 
sich .von über d bis qi bewegt, Ton da über fi, gf, 
Ci hinaus nach dem unendlich enlfernfen Punkte ri fort- 
rückt, und von da auf der entgegengesetzten Seile über 
endlich nach l)i zurückkehrt. Sowohl der eine als 
der andere Punkt bewegt sich demnach stets nach der 
nämUcb^n Richtung hin; würde sich der'erstere nach 
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der ongAibfteii Bkktmif bewtgoi, so wfittb dir an^ 

dere ein Gleiches thun. 

Wcrdea nun die Geraden beliebig aafeinMider gc- 
ki|^, SU kdBDoi dabei Dur folgende xwel mae&disk 
Terscbiedene FsUe afaCt fitiden, ntelkb die Gertdett 
aind in Hinsicht der Aufeinanderfolge der entsprechen- 
den Punkte, 4Mler Sn Hiaaidift der RiehlnngeB, liacb 
- welebett taA^ wie naft eb«i gesehen liot, die Faidi^lB 
bewegen, entweder: 

a) gl eichiiegend, d. h., ihre entsprechenden Punkte 
folgen einander neck einerlei ttkktong hin» tadaCa, 
wenn ein Pnnkt in der Geriden A eidi ▼on 'Fcekfe 

• nadi links bewegt, danu sein entsprechender in 
der (leraden Ai sich ebenfalls von rechts nach 
liidbB bewegt» wie z. D« in (Fig. 19.)» oder: 

b) ungleichliegend , d. h., ihre entspredienden 
Punkte folgen einander nach entgegengesetzten 
Bicbtaogen. hin» so dafa» wenn ein Punkt in A 
aieb von rechts nach links bewegt, dann sein ent* 
sprechender in A| sich von links nach rechts be« 
wegt, wie z. B. in (Fig. 18.). 

l>a die Geraden durch die Punkte t» <)t (Durch« 
aehiiilfe der Farallelstrahlen (§. 9, I.)), deren entspre- 
chende ti, q unendlich entfernt sind, jede in xwei an« 
endÜchn TheUe getheüt wird, welche einander paarweise 

einsprechen, nimlich sowohl die Theüe r^f ^ und 

<)ifi()i ....ri, als rg( q und qifiö, ti entspre- 
chen einander und enthalten entsprechende Punkte, so 
diifs ledein Punkt im einen Theile ein Pnnkt im ande- 
ren Yheile e nt spri cht, io ist klar, dafs Im Falle (b) 
längs der Strecke tC{\ keine entsprechende Punkte zu- 
sammentreffen können, weil, wenn die mit r, qi verelh' 
nigpen Pmikle etwa iti, m heiilMn» oifenhar die den- 
Punkten ^on tbism entsprechenden Punkte jenseilB 
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iMgeOy und cbeii so die den Punkten Ton qi bis ii| 
entsprceheiiden Punkte sSnunllieb }enseilt tt liegcii. 

Daher können nur in den Strecken von r bis n und 
von (\i bis tHi entsprechende Punkte zusammen fallen« 
• Dnfii kk der iA jeder dieser Slreekeii aUenMl ein, 
uad nur ein Paar entspreelMiide Pookla sieh treSea^ 
ist leicht zu sehen, denn während z. R. ein Punkt in 

A Ton r über ^, i binaus^ bis ins Unendliche fort« 

rOckt, kommt sein entsprechender m Ai von da her 

über f;i, fi nach <|i, eo dafs oothwendiger Weise 

beide Puukle irgend wo, etwa in ((fi), sich begegnen 
mtlseen. Oder dasselbe ist auch eine leichte Foi§e des 
obt^ Ansdraekee (§. 1% L ft.)t wonach das Rechteck 
unter den AbsUHnden zweier entsprechender Punkte 
von den Punkten <)i einen beständigen Inhalt hat* 
Dean beslhnmt man in beiden Strecken swei Punkle^ 
etwa e, f, so, dafs die Rechtecke re.i^ie and rf .<)i( 
den genannten constanten Inhalt haben, welches alle- 
. malt ^^i* 13 ur auf eine Art, möglich ist, so sind noth« . 
wendiger Weise e und f diejenigen beiden Ponkte^ 
welche allein sich mit ihren entsprechenden fi und fg 
▼ereinigen. 

Im anderen Falle (a) si^t man, dab weder in ilem 
Theile r(( q noch in dem Theile <)ifi(i.... Vi ent» 

sprechende Punkte sich vereinigen können, weil eben 
diese mei Theile entsprechend sind und entsprechende 
Punkte enthalten. Dagegen sind rm und qtUt Ab* 
adnitta entsprediender Theile, so data ako von r Ms 
qi möglicher Weise entsprechende Punkte sich treffen 
können. Diese Möglichkeit hängt davon ab, ob die 
Strecke t^t so geth^ werden kmm, dafs das Recht- 
eck unter den Abschnitten einen bestimmten gegebenen 
Inhalt habe, nämlich wenn 9 und ^i, ^ und ^1 die ih- 
nen ob^ (§• 1^ L) beigelsgt^ KigfiMchalir haben, wo- 
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nach rß = = =■ <^ifti, «o ist der genannte In- 
haU= rg^ =»<li9i' u. 8. w. Wenn demnach die Sir ecke 
r<|i grober ist als rd + <|idu oder r^ + <)i(i, so tref- 
fen allemal zwei Paar entspreebende Papkte nta»- 
men, yvie vorhin; ist die Strecke r^i gerade gleich 
+ oder gleich r() + <|t6i, so treffen nur ein 

Paar, CBtsprechende 'Punkte zusanmieD» imd xw«r ent« 
weder die entspreekenden Pankte $ und ^i, oder ( 
und ^i; und >vcnn endlich die Strecke rcji kleiner ist 
als rg + qi£xf oder 2t ^, weiches z. B. in (Fi^ 18.) 

Fall ist, so ist gar kein ZnaaamentrefCMi ven ent« 
sprechenden Punkten möglich. Also- kann, wenn die 
Gerade A fest bleibt, die Gerade A| um eine Strecke von 
4rd bin nnd her bewegt werden» ohne daCs entapro- 
cbende Punkte zosaamientreflen, . nSnllich^die GreuM 
dieses Spielraums gestalten, dafs sie sich nach links 
bewegen darf» bis 9 und gi, und nach rechts bis f) und 
(1 snsaaunenfrefien; in jeder dieser Grenzen Irafft ein 
einziges Paar entspreebcnde PmdLte snsamaien, nim» 
lieh die eben genannten; werden aber diese Grenzen 
überscbritten» so treffen imuer zwei Paar zusammen. 
Andererseita findet man bei zwei projectiriseben 
- StrablbOsckeln B, Bi durch eine Ähnliche Betrachtung 
ganz entsprechende Resultate» Werden die Strahlbü- 
' acbel cottcantriseb gislegt» aa kttnnen in Hinaicbt der 
Anfeinandergoige der cnlspredienden Strahlen folgende 
zwei wesentlich verschiedene Fälle stall ünden, uäm« 
)ich die Strahlbüscbel sind entweder: 
a) gleichliegend, d. h.» ihre entsprechenden Strah- 
len folgen einander nach einerlei Ordnung, ao 
dafs, wenn man einen Strahl h des Strahlbüschels 
• B sich rechtsherum bewegen läCst (vom Mittel* 
pnnkt B ans beCraditet), dami sein entsprechoider 
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ht kB Stnihlbfitchel Bi tkh dienfalte reclits- 
berüm* bewegt (§. 13, IL), ^ X.B. in (Fig. 20.); 
oder: 

■ fi) nngleichliegcnd, d.h., ibre.'enUprccbendenStrah« 
len fcrfgcn in nnglödiar oder TerfcebrtM Or4- 
nuog aufeinander, so dafs, wenn Sfrablen in ei- 
nem Sürabibüscbel rechtsherum sich folgen, dann 
SlNre enttprecbenden im aaderenSlryilbascbei linke- 
kernm naci- einandkr folgen, wie z. B. in (Fig« 
• 21.)*). 

Vermöge der entsprechenden rechten Winkel (st), 
(sifi) (§< ^» IL), und dttrcb Hilfe der ^bigen AaedHieke 
(§. 12, 7, S,) und mit Rücksicht auf die besondere Ei- 
genschaft der Strahlen g, g^, h, h| (§. 15, IL), kann 
■HUI, anf llbnlkbe Art, wie TorldB, bei den Geraden 
A, A,, anch för die gegeowirligen Fille finden, da(s 
im Falle (a) cnhvedcr 1) zwei, oder 2) ein, oder 
3) gar kein Paar entsprechende Strahlen aufeinander 
laUen, und da£s dagegen im -Falle (ß) allemal «wei 
Paar entsprechende Strahlen anfehiander Irilen. Oder 
diese Resultate können auch aus den vorigen, wie folgt, ' 
beiigeleilet werden;- ScbneMel iMn die concentriscben 
SlrabUiQschel (Fig. 90.) oder (Flg. 21.) mit irgend einer 
Geraden, so kann man diese als zwei vereinigte Ge- 
rade (AlAi) ansehen, wovon )cde eins der beiden Strahl- 
btteobel' schneidet,- und die also, in Ansebong der 
Punktenpaare, in welchen ele von entsprecbenden Strah- 
len geschnitten werden, zufolge des Salzes (§.11, HL), 

» pro-' 

*) Befinden sich die StraMbÖschel in pcrspectivischer Lage, 
80 sind sie gleichliegend, oder ungleichlie^end, je nach- 
dem ihre BUttclpunkle auf einerlei (Fig. 17.), oder auf entge- 
gengesetzten (Fig. 5.) Seiten des pers|>ectivischen Durclischnit- 
tes A liegen} und auch umgekehrt. 
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proJectiTigch sind, and zwar ist die Lagt der Geraden 
midderStnUbllsdielallenil aberein8tiiiaflie]id,d.k» 

die Geraden (AAi) sind bei (Fig. 20.) gleichliegend 
und bei (Fig. 21.) angleichliegend, und da nun^ 
weiHi in den Geraden entsprechende Punkte susanmc»- 
frefien, nothwendiger Webe auch die augelUlrigen 

Strahlen der Strahlbüschel aufeinander fallen, und auch 
umgekehrty so folgen also darauSi wie gesagt, die ge- 
nannten Resnllate. 

Abo folgen aus dieser Betrachtong zmasmenge- 

nommeu nachstehende Sätze: 

„Werden zwei projectivU „Wenn zwei projecttvl- 
's^che Gerade A, A, beliebig sehe Strahlbfttcliel B, 
aufeiaander gelegt, 80 ver- beliebig eoncentrisch ge- 
einigen sich im Allgemei- legt werden, so fallen im 
nen sweiPaar entsprechen- Allgemeinen iweiPaarent- 
dePonkte, n ämllch: a) Wenn spreclienile Strahlen anf- 
die Geraden gleichliegend einander, nämlich: a) Wenn 
sind, so giebt es einen be- die Stralbiischel gleicblie- 
stiramten Spielraum inner- gend sind, so giebt es ei- 
halb welchem Iceine ent- nen bestimmten Spielraum, 
sprechende Punkte sich innerhalb welchem keine 
treffen, an beiden Grenzen entsprechende Strahlen 
diesesRaumes vereinigt sich sich treffen, an beidcnGren- 
nnr ein Paar (gaudg, oder zen dieses Raumes verei- 
und über diese Grenxen nigt sich aar ein Paar (g 
hinaos yerelnigen sich alle- and g, , oder h und h,), und 
maltweiPaar cntspreehcn- Aber dieae Grensea binaas 
d« Paukte; aad b) wenn die Tcreiaigea sieh allemal 
Geradea aagleiebliegend iwel Paar eatapreebende 
•ladt ao treffea allemal Strablea; and b) weaa die 
swel Paar eatapreebeade Strablbflaebel angleicblie- 
Paakte tatammea.** g^a'd »lad, so fallea all(»> 

mal sweiPaar •nttpracbeai' 
de Strablea anfeiaander.'* 

III. Für ähnliche oder gleiche projectivische Ge- 
rade, und für gleiche projectivische Strahlbüschel wer- 
dm die vorstehenden SStie (IL) insbeaondere wie felgl 
besfllirinkl. 

5 
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„Werden zwei projcctivisch üliDlicbe Ge^ 
rade A^Ai beliebig aufeiaander geie^ly.gieicli* 
liegend, oder uyf^leicliUefend» so vareinigett 
sich allemal zwei Paar entsprechende Punkte^ 
wovon das eine Paar namentlich die unoad- 
Itcli oolfernien Punkt« sind ^13,1, tuy 

• 

^Werden swei projeeti- ^Werdea zwei projectl- 
TitcligleicheGeradegleieb- Tisch gleiche Strahlbll- 
licgead aofeiaaadergelegt, tchel B, glelchllegend 
ta Ireffea sieh aatwadcr coaeeatriaeh gelej^t, aa fal- 
B«r eiaPaar enlsprecheada Ica eatweJer garkeiaa aai- 
Paakte, alailich die aaead- apreeheade Strahlea auf- 
lich eatfernten, oder ea eiaaader, oder es fallen je 
tireffea aicli je zwei eat- swei entsprechende Strah- 
apreeheade Pankte.** lea aafeiaaBder«** 

„Werden zwei projeeti- „Werden zwfel projeetl- 
yisch pleiclie Gerade un- visch gleiche Stralilhü- 
gleicltlie^rud aufeinander schal ungleicliliegcnd auf- 
gelegt, so treffen sich alle* eiaander gelegt, so fallen 
mal zwei Paar eatepro- alleaial iwel Paar entspre- 
chende Paakte, woToa das choade Strahlea aafelmaa»' 
eiae Paar aamentlleh dia der« aSialieh die Schaakel 
nnendliek eatferatenPaak« sweier eataprechoader 
te siad tf. 18, 1, hy* raehtea Wiakel (§. U, Uy* 

IV. Ans den obigen Sätzen (IL) folgert man leicht 
den nachslcbendcn Satz: 

i^Wenn zwei projectivische Gßbilde A, 
d.h. eine Gerade und ein ebener SCrablbfiseliclj 
sich in schiefer Lage befinden (Fig. 2.), so tref- 
fen im Aligemeinen zwei Paar entsprechende 
Elemente insamnen, d.ii., so gehen zwei Strah- 
len des Strahlbflschels durch die ihnen ent- 
sprechenden Punkte der Geraden; nämlich 
^enn dieGebilde ungleichliegend sind, so fin- 
det dieses. alleuMil statt; wenn sie dagegen 
gleiehliegend sind, so treffen entweder l)Bwe^ 
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oder 2) nur eio, oder 3J g^ar kein Paar en^ . 
tprecheiifle ElemenCo ftBaanmeik'' 

17. An die ▼•rUn gefandeDen Retnitafe (§. 16.) 

scbliefsen sich nachstehende Aufgaben an, fOr welch«^ 
eine zweckmäfsige Lösung um so wünscbenswerther 
isif da in der Folge Tenduedene andere Anlyhm mdk 
md dienUM avOekbringen lasten. 

»Bei swet ««feinaBder „Bei zwei concentrisebeä 
llegeadeB projectiTisebea jpro jectivischea StrablbAi 
Geraden A, Ag die verel- ■ekeln B, B, die rereinig- 
n igten entsprecbenden* ten entsprechenden Stra^ 
Pnnkte sa finden.'* len an finden." 

Aufldsungi L Die bisher entwickelten Eigen* ' 
acbaften geben znr Losung der Angaben folgende BCfc- 
lel an die Hand. 

a) Damit die projectivische Beziehung der Gera- 
den A, Ai bestimmt sei, müssen wenigstens drei enN 
aprecheode Pnnktenpaare g^eben sein (§• 10^ /Sl). Ep 
seien etwa a> 6, c und di, biy (Fig. 22.) gegeben. 
Man suche zuvörderst die Durchschnitte r, der Pa- 
ralielstrabien, und zwar dadurch, da£s man die Gera» 
den perspecliviseh legt, nSmücb sie so legt, dals. spa 
einander sefaneiden, nnd daCs eins der drei entsprechen- 
den Punktenpaare, etwa c und Ci, in ihrem Durch- 
schnitte vereinigt sind; d. h«, man ziejit durcb c eine 
beliebige dritte Gerade A^» nimmt darin, anfser dem 
mit C vereinigten Punkte die Punkte aS 6^ so, dafs 
ft»c* = ttiCi, bU^ = biCi, a^b^ = Oi^i, und aiebt fer- 
ner dieStrablen aaS Wf die sieb in Bbegegnen^ nnd 
durch diesen Punkt B zieht man endlich die Parallel- 
strahlen r, q, so ist r der eine, und wenn <|lal = q^a^ 
und zwar gieiciüiegcud, genommen wird, so ist i|i der 
andere g^chte Punkt. Sind die Pnnkte r, gefuiH 
den, so ist xnr LAaung der An%sbe nur noch nUtbig, 

5* 
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kl den TereiDigfen Geraden (AA,) swei Puokle c, f zit 
findleii» für wdcbe die Rechtecke fr.(i|i mid fr.f<|| 
gegebenen Inhalt haben, nlnlidi mit dem gegebenen 
Rechteck ar.(li<|i gleichen Inhalt haben , welches eine 
Bekannte elementar Auijgabe ist; denn alsdann sind f 
diejenigen Punkte, die sieh mit ihren entsprechenden 
ti f f 1 vereinigen. Nur hat man in Hinsicht der Lage der 
Punkte e, t ausserdem, die johen (§. 16, II.) auseinau- 
dergesetsten Umstände genau za berttcksicbtigen. 

b) Auf ganz Shntlche Weise kann maii bei den 
Strahlbüschel u B, Bi verfahren. Nämlich durch Hülfe 
eines Strahlbüschcls B^, welches Bg gleich ist und mit 
B perspectivisch liegt, sucht man zuerst die entspre- 
ctaiden rechten *Wlnkd (st), (sifO, u. s. w. Oder 
man kann diese Aufgabe auf die erste (a) bringen, und 
zwar dadurch, dafs man die vereinigten Strahlbüschel 
(BBi) durch irgend eine Gerade schneidet, und diese 
als zwei yereinigte Gerade (AAi) betrachtet, eben so, 
wie schon vorhin (§. 16, IL) geschehen ist. 

II. Eine andere, viel einfachere Auflösung, deren 
Ricbtigkeit jedoch erst spSter (§• 46, III.) bewiesen wird^ 
ist folgende: 

a) Man liehe irgend eine Kreislinie axB (Fig. 23.^ 
und ziehe aus einem beliebigen Punkte B derselben 
durch die drei in den vereinigten Geraden (AAO ge- 
gebenen Punktenpaare ö, 6, c und ai,6i,Ci die Geraden . 

Ba, B6, , weiche die Kreislinie zum zweiten Male 

in den Punkten ß, y und ft^, fiu Yt schneiden, ver- 
binde TOB diesen Punkten das eine Paar gleichnamige, 
etwa a, «i, wechselseilig mit den beiden anderen Paa- 
ren, nämlich so: man ziehe die Geraden aß^^ a^ß, die 
sich in ß^^ und die Geraden ayi^ a^y* ^ 
schneiden; ziehe sofort die Gerade ß^y^y wdche die 
Kreislinie in den Punkten s, x schneidet, und durch 
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Aese Ihmikte siebe endKeli ans B Üe Geraden 

Bs, ßx, so erden diese der Geraden (AA|) in den 
^esuchtea vereinigten entsprechenden Punktenpaaren f 
' nnd tu i und fi begegnen. Sind die Geraden A| 
{leicbliegendy so wfrd die Gerade fi^r^ den Kreis ent- 
weder 1) schneiden, oder 2) berühren, oder 3) gar 
nicbt treffen, fe nachdem l) .xwei» oder 2) eii^ 
oder 9 gar kein Paar entsprecbende Pttnkle insim 
inentreffen (§. 16.). 

Sobald also irgend ein Kreis (oder überhaupt ein 
Kegelschnitt), der mit den aufeinander gelegten Gera- 
den (AAi) in einer Ebene liegt, gegeben ist, ao kamt 
die Aufgabe mittelst des Lineals allein gelöst wer- 
den. Diese Auflösung wurde hier nicht nur deshalb 
mitgetheilt, weil sie an nnd für sieb sehr bemerkens* . 
wertb ist, sondern weil sie in der Folge noch bd vie- 
len anderen Aufgaben Anwendung findet, und zwar so, 
dafs man dadurch zu Aullösungen gelangt, die vor den 
Jblsher bekannten groÜBen Vorzug verdienen. 

b) Aueb die andere Aufgabe kann auf ganz ent- 
sprechende Weise gelöst werden, d. h., statt eines 
Pimktes B in der Kreislinie wird irgend eine Tangente 
an derselben angenommen u. s. w. Das AnsfObrlicbere 
dieser Auflösung wird bier Übergangen. Uebrigens ist 
es einfacher die Aufgabe eben so, wie vorhin (I.), auf 
die erste zu bringen und nach vorstehender Yorscbrift 
(a) zu lOsen* Oder wenn der Hfllfiikreis nidit in be- 
stimmter Lage gegeben ist, sondern wenn es gestattet 
ist, ihn beliebig zu ziehen, so kann man ihn so zie- 
ben, daCs er durch den gemeinschaftlichen Mittelpunkt 
der Strahlbüschel geht, wie etwa, wenn in dem Torer« 
wähnten Punkte B beide Mittelpunkte B, Bi vereiniget 
wären, so würde man alsdann mittelst der entsprechen- 
den Strahlen a,b,c und a|yb|, Cg, dio Tereiniglea ent- 
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fpffeclMicItfii Slnhlfla mmieif k mA ki, darch ias 
rige VerMrai (a) kOnnao finden» wi# kicbt ta t€h«i« 

18. Die v^ichligsten Eigenschaften, welche bei der 
•diieCeii Lage zweier projectivischer Geraden AyAi ond 
sweiar pro)eolivisclier StralilbiselMl B« Mm hAmif 
ninillcli dm Gesett, wdchem M den Geraden die Pro» 
jectionsstrablea und bei den Sbrahlbfischeln die Dorch- 
ecluiitte der entsprechenden StraUen nnterworfea rind^ 
können bier nodi nicht in ihrem ganaen Unilange er» 
fcraeht werden; sie sind daher zum Theil dem dritten 
Kapitel vorbehalten. 

Vorläufig solien nnr folgende Sitze «nd Au%n» 
lien» die eich leicht «of * TinraDgcgangene fiStte und Adf^ 
gaben bringen lassen, aufgestellt werden. 

MWenn iwei projectiTi» nWenn.iwei projectiTl- 
•ehe Gerade A, A, sieh ia sehe StrahlbSschel B, B, 
aehiefer Lage befindea, eo fleh fa tehiefer Lage he» 
gahea darch irgead eiaea fiadea,eo liegea aaf irgead 
Paakt B im Allgeaieiaea eiaer Geradea A im Allge- 
aad hSchateae aar awei meiaea aad hSchsleaa aar 
Projectioasetrahlea; aad swet Darehachaitte tnU 
also kiaaea aach aar hiehp spreeheadar Strahleas 
ateaa awal aad awei Pro* to kSaaea aaeh aar kScli» 
]ect!oaaalrahlea parallel ateaa iwei Paar evtspr^ 
aeia.^ eheade Strahlea parallel 

aaia." 

Denn denkt man sich um den Denn denkt man sich zwei Ge- 
genannten Ponkt B zwei Strahl- rade A, A ^ , die in der genano- 
büsehel B, , die mit den ge- ten Geraden A aufeinander lie- 
gebenen Geraden perspectiviscli prn, und die mit den gegebenen 
sind, so müssen dieselben nnter Stralilbüsclielnperspcctivischsind, 
sich projectisch sein (§. 11.), so müssen dieselben unter sich 
and ihre twei Paar Tereinigtc projectivisch seia (§. II.}« 
eBtoprecheade Strahlen (§. 16, II.) ihre swei Pa» yereioigte eat- : ' 
mOnea offeabar die iwei ge- sprechende Pankte ($. 16, IL), 
«Mtaten ProjectioBtftrah|len der mfitaea ^ßeahar Dorcfaicfanitte 
taadea A, A, aeia. ealq^ieehendcrSlnUeadflrStnU* 

b(iachelB,B| sehk 
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19. S8tt-yvB»«iinga» twiweMl>4GB<i>foigeiv 71 

Weidtii nun die Am^^s^tm eeitoUl: 

«Bei tf«ei «clileflieg«»- ^Bei swei seliiefiicge»! 
den projeetiviBclien Gera- den projeetiTlselienStralil- 
den Ä, A| die (swei) Pro- liftsclieln B, B, diejenigen 
jectionstralilen in finden, DnrefcseliniUe entepre- 
dle dnrcli irgend eisen ge- ehender Sttaklen. fin- * 
gebenen.Pnnkt B gelieni** den, die in einer gegebe- 
nen Geraden A liegen;** 

so ist zufolge des vorstehenden Satzes klUf wi€ 
nach (§1 17.) leicht tu iOsen sind. 

Welchen Spfelraom, wonii die Geraden A, Ai ge« 
geben siud, der Punkt B hat, damit enl^vcdcr zwei, 
oder eioy oder .gar kein Projectionsstrabl durcb den- 
selben gebt, and wekbeo Spielranm» wenn die SirabU 
büschel B, Bi gegeben sind, die Gerade A hat, damit 
entweder zwei, oder ein, oder gar kein Durchschnitt 
von entsprechenden Strahlen in ihr liegt, wird« wie 
schon erwShnt, durch weitere £Btwickelongen im drit* 
ten Kapitel klar hervorlrclcu. 

Durch eine bald folgende Betrachtung wird gezeigt 
worden, wie bei der schiefen Lage der beiden Paar 
Gebilde A und A\, B und B,, durch ein sehr einfa- 
ches Verfahren, nämlich niiUelst des Lineals allein, > 
schief projicirt werden kann, d. h., beliebige ent- 
sprechende £ieHiente gefuiiden werden können. 

Sätze and Porismen, die aas Zu sainmc nstelluag der 

Gebilde entspringen. 

19.' Nachdem die Eigenschaften und die Funda- 
Hientalsätze über profecli^ische Gerade und Slrahlbtt- 

schel aufj^efunden sind, dürfte es wobl für Viele wün- 
' schenswerth sein, an einigen Beispielen zu sehen, wie 
sehr umfassend diese Sdtze sind, d. h., wie sie die ei- 
gentliche Grundlage vieler anderen Sstze sind, die un- 
milteibar aus ilmen hervorgehen, wie durch sie manche 



% 
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«Mciiciaead icbwere Aafgabca, liidit Itan soid, 
and wie endlioh durch sie t wo ndcw die eigentliciie 
BedeutuDg verschiedener Porismen verständlich her- 
Tortrilt. 

Za diesen Endzweck ^oHea tnr EricidMuAg f el«> 

gende Erklärungen festgestellt werden. 

Seit Carnot zuerst auf die Vollständigkeit oder 
anf das Umfassende der Figuren aufmerksam gemacbf, 
brandit man- hftofig den Ansdmck ,,TollstSiidjgea 
Vierek^' (^quadrilathre complef). Mau hat aber da* 
Jbei zwei wesentlich verschiedene Figuren gar nicht 
Ton einander anterichieden^ was doch bei genauer vnd 
▼ollstandiger Betrachtung durchaus nicht aulser Adit 
gelassen werden darf und kann. Nämlich man hat ge- 
nau zu unterscheiden a) „vollständiges Vierseit'' 
und b) lyTollstftndigea Viereck^, und zwar unter« 
acbeidra sie sieb wie folgt: 

„VollstSndiges Vierseit" „Vollständiges Viereck,'» 
heifsen jede vier Gerade A,B,C,D heifsen jede vier Punkte a, h» C,\> 
(Fig. 24.) zusaromengefaTst; die (Fig. 26.) ztsaiimcaf|eiar8t; die 
sechs Durchschnitte tt, ^, (, e, f sechs Geraden, vrddie durch die 
der Seiten heifsen Ecken des- Punkte hesllmrat werden, heifsen 
selben; es hat also drei Paar ein- Seiten desselben; es hat also drei 
ander gegenüber liegende Ecken, Paar einander gegenüber liegende 
nämlich a und f , 6unde, Cundb, Seiten, nüiulich abundcb, (tCund 
und somit hat es drei Diagona- b^, dh und 6c, und somit drei 
len Äf, be, Cb; und endlich um- Durchschnitte c, f, Q gegenüber 
iafst es drei einfach eVierseit, liegender Seiten; und endlich 
nSinlich abfea» ftCfbd, ba^b* umfafst es drei einfache Vi er- 

ecke, nämlich a^Cba« acb^O« 

üibba. 

Ein einfaches Viereck ist auch zugleich ein 
einfaches Vierseit» so dafis also derselben Figur 
der eine oder der andere von diesen zwei «Namen bei* 
gelegt werden kann. Dasselbe gilt vom einfachen Fünf- 
eck und ITünfseit, u. s. w. Ein Toliständiges Fünf- 
eck aber» so wie ein Tollst ftndiges Fünf seit be- 
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steht ans n einfMlieii Sttnfecken oder Ffliiftelten; 

uod sowohl das voIlstSnclige Sechseck, als Sechs- 
seit beateilt, wie kii' schon bei eioer anderen Geiegen- 
beit (j^tmdn 0h maikmm. Ton. XVIII.) angegeben 
habe, aus 60 cinfacbeu Sechs cckeu oder Sechssci« 
ten. Näniiichy wenn man die obigen Erklärungen wei- 
ter ansdrimt» so ianten sie im AllgenieineB, ond wie 
Carnot vom Theil sdion angegeben bat, wie folgt 

MVolUtladiges n Seit hei- MVolUtlndigM a Eek bd- 
faen }ede n Gerade in einer Ebe- Ism jede nP^nkte in einer Ebene 

ne zusammengefafat; die ^' " ^ zusammengefalfit; die "^'^'^^ Ge- 

Dordbadiailte der Seiten (Gera- raden, die dnr^ die EckenCP^. 

den)beilaenEckende8aeibett;<B te) beatimmt werden, l^ilaca 

besteht aoa I ("'^> Seiten dteaadben; et bealAt ans 

^ l*>*^*d..,,(n-I) einfachen u 
emfachen n Seiten oder a 2 

Eckern" Ecken oder n Seiten.** 



a £ck entsteht aftmlich» wenn 
n Punkte, nach irgend einer Ordnung genomaMB, in 

einem Zuge durch n maliges Absätzen verbindet, so je- 
doch, da£s man bei )edem Punkte einmal anhält, imd 
zttletxt wieder in den AnlangspunlU znrücitkehrt II»* 
nach wird man sich leicht von der Ridit^keit der in 
den vorstehenden Erklärungen angegebenen Zahlen fiber- 
zengen kOnnen (s. §. 25, Note.) 

20. Es sei a, b, a^, (Fig. 26.) ein beliebiges 
vollständiges Yierseit, dessen drei Diagonalen iHfö, übt, 
o, 6 (§. 19.) sich in C, 2), C sdmdden. Man denke 
sich zu den drei Strahlen a, b, c den vierten, dem c 
zugeordneten, harmonischen Strahl d, und eben so zu 
den drei Strahlen ai, bi, «i den, dem Ci zugeordneten, 
vierten harmonischen Strahl di, so mttssen, zufolge frü- 
herer Sätze, beide Strahlen d und di die Gerade ab^C 
in demjenigen Punkte S) schneiden,^ der zu den drei 
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Dairhffcnüti 4* ft»» C der mrte» dem C »igtordiiete 
hamioDtsdM Fcmkt Itti and ebeo so mlliMD beide 

Strahlen di durch denjenigen Punkt ^ der Geraden 
gehen, der zu dea drei Puukteo üu b, d. der 
Tiertc^ mul xwar de« Ssu^eordBete, iMuraioaiffcba Punkt 
ist; da aber beide SirableB d, di mir dnen einzigen 
Punkt S gemein haben können, so niufs dieser zu- 
gleich der DnrcbsdniU der beiden Geraden abi C» 
«1 6 € sein, und foiglicb schneiden die Diagonalen ein- 
ander so, dafs die zwei Durchschnitte C und S 
in den Diagonalen abi und a^b zu den zugehörigen 
Ecken a, (a und üu i sugeordneta harmonische Punkte 
shid. Anf gleiche Weise folgt, dafs auch S zu den 
Ecken ^9 f& zugeordnete harmonische Punkte sind; 
oder dieses folgt auch daraus, dafs vemiOge der har- 
UMMiischen Strahlen a,d,b,c die Punkte ilt»hif 619 9» 
und vermöge dieser die Strahlen ©(ti, ©bi, ©35, 
und vermöge dieser endlich die Punkte £, Sb, £» 91 har- 
monisch sind. 

Da die vier Punkte a, 6, du hi ein belieliiges ▼oH* 
ständiges Viereck darstellen, dessen gegenüber liegen- 
den Seitenpaare sich in tt» S> schneiden, und wo 
dKese Durduchnitte durah die Strahlen c (oderciX 
verbunden sind, so ist durch die vorstehende Betrach- 
tung auch zugleich dargethan, dafs bei einem solchen 
Viereck die StraUen, welche dieDurchschnüte der ge- 
genüber liegenden Seiten Terbinden, zu den letzteren 
zugeordnete harmonische Strahlen sind, dafs nämlich 
die Strahlen d, c zu dea 3eiten a, b (oder aai, die 
Strahlen Ci, di zu den Seiten Si, bi, und die Strahlen 
d, dl zu den Seiten abi, üib zugeordnete harmonische 
Strahlen sind. 

Aus dieser Betrachtung folgt nachstehende flieihe 
von Sätzen und Aufgaben. 
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L Jfli y 0lUliBaigev Vier- L JLm ▼•llflilB^lgeB Ticiw 
••it üiad aie PaalcU^ U eck tUi dlie Strakle«» wtl- 

welchett ilie dr<ßi Diago««- elie ^1« DnreliBcbiiitte der 
len einander flchneiclea, ta gegeafiber liegenden Sei- 
den tngeliSrigen Ecken tu* tenpaare rerbinden, i« 
geordnete barmonieebe den letzteren zugeordnet« 
PnnkU." barmeniacbe Strabien.'* 

Der Salz linkt ifiirde yoffnebiiilich darch Carool 
angemeiner bekannty ungeachfet man denselben schon 
in Pappus Collect. Malbem. libr. VH. iiadet. 

II. „Zn drei gegebenen II. „Za drei gegebenen 
Punkten den vierten bar- Strahlen den vierten bar- 
»oniBchen Punkt i« fin- monischen Strabl sn fin* 
den, jedocb nur raittelat den« jedecb nur mittelet 
dea Lineale allein.** des Lineale allein,** 

Sind etwa , gegeben nnd Sind etwa «, b, c gegeben ud 
man wQl den, dem^ «ogeerd ne * man will den, dem c zugeordne- 
ten, vierten bamumisehen Punkt ten, vierten bameniacbcn Strabl 

finden, so ziehe man durch (t d finden, so nehme man in c ir- 
irgend eine Gerade 2135, nehme gend einen Punkt ziehe dureh 
darin zwei willkfihrliche Pankte diesen wilUtührlich zwei Gerade 
% ^ , verbinde diese mit den zwei ^ a , $ a , , die den Strahlen a, b 
fibrigen g;egehenen Punkten dureh in den Punkten a, ttj, 6,6, be- 
Gerade 2(a,^6f,9a, ^56,, die gegnen, yerbinde diese durcli die 
sich in , h schneiden, so wird Geraden a6,, bA,, die sieb in 
die Gerade b durch den ge- dem Punkte ^ schneiden, an 
ancbten Pnnkt ^ g^en. %vird die Gerade %^ der fcr- 

langte Strahl sein. 

■ 

Die Aufgabe linkt wnrde iii«rtC von De Lahire 
(Sccüone corneae. 1685.) auC diese uäiuücbeArt gelöst* 

IIL „Wenn drei Gerade III. «Wenn drei Pankte 
«nd ein Pnnkt gegeben nnd eine Gerade gegeben 
nind, io seil, mitte let dee alnd, so seil mlttelat den 
Iiinealt allein, dnreb den Lineals nlleln, in der G^ 
Pnnkt eine Gerade se geae* reden ein Pnnkt gefnnden 
gen werden, dafs er nnd werden, dafs sie nnd die 
diedreiDnrebsebnitte,wel- drei Geraden, welebe er 
•be sie mit den drei Gern» mit den drei Punkten be> 
den macbt, Tier barmnnl- atimmt, vier barmoniscbe ' 
sebe Pnnkte sind.** Strahlen sind.** 
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Sind etwa a , , b , , b und ge- Sind etwa Ä, ©, ® und b pc- 
geben, so ziehe man z. B. die geben, so ziehe man z. B. die 
Gerade ^ fÖ oder d, , sacbe zu Gerade A ^S, suche zu den drei 
den drei Strahlen a, , b, , d, den Punkten 0,6,^ den vierten, dem 
vierten , dem d , zugeordneten, zugeordneten , harmonischen 
harmonischen Strahl c, (II.)» der Punkt b ziehe die Gerade 

der dritten Geraden b in 9( he- b^, so wird diese der gegeben 
gegnet, so wird die Gerade S( ^ Geraden b in einem Punkte S( 
der Aufgabe genügen, d. h., die begegnen, welcher der Aufgabe 
vier Punkte b» S)« h,-, ^ siud genügt, so dafs a, d, b, c, bar- 
harmonisch. Zwei andere Ge- monisch sind. Zwei andere Punk- 
rade, welche ebenfalls der Auf* te, die auch der Angabe ge* 
gäbe genagen, findet oiaa raf nfigen, findet man md ihiMe 
ibnlidie Wciw. Webe. 

Wird f& als Projectionspunkt der Geraden ai, hg 

angesehen, so dafii ü, by(»C/ nnd ttitbub^t^i» 

entsprechende Punkte sind, und ivird €2) als pcrspeo- 
ti?ischer Durchschuilt der Strahlbüschel ^I, ^ angCDom- 
men, so dafs a, d, b, c, und ai, d^, hg, Cg^ ent- 
sprechende Strahlen sind, so folgt femer: 

IV. „Dafs wenn man bei IV. „Dafs wenn man bei 
»wei pcrspectivischen Ge- zwei pcrs p e cti visc h en 
radcn a|, je zwei ent- Strahlbüscheln je zwei 
sprechende Punktenpaare entsprechende Strahlen- 
wechselseitig (a, a, mitb,b|, paare sich wechselseitig 
oder mit b,, o-s*^*) durch schneiden läfst C*« ™>t b« 
Gerade (a(« nnd (fl|» Sbt* b,, oder mit d, d|, u. s.w.}, nnd 
andtat,...) Terbindet,so Ue- di'eDarchschnitte (Staadt, 
. gen die Dnrehscbnitte e und t,...) dareh Gerade 
5D|,... aller dieser Paar Si^, eb,*.. rerbiadet, so ge- 
Geradea ia alasr bestimm- hea diese alte dareh eiaea 
tea Geradea d|, die alm- bestimmtea Paakt Ct der 
lieh in dea perspeetivi- nlmlich sn deaMittelpnnk- 
neben Geradea Si, b, aad tea 9,85 der'Strahlbftsehel 
sa dem dareh ihrea Dareh- and an demjenigea Paakte 
sehaitt 9 gebendea Pro- in welchem ihr gemein- 
jectioasstrable e oder C| •ehafiiieber Strahl (c c,) 
der vierte, dem G| zöge- vom p e r s p c c l i v i s ch e a 
ordnete,hnrmoaiseheStrahl Dnrehschitte ^€ getroffea 
ist.'* wird, der Tierte, dem C an- 

geordnete, harmoaische 

Paakt ist:: 
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Der Sate links ist (mil andkren Worten ansge* 
sprachen) allgemein bekannt. Es ist leiclit tu setaiy 

^ic vermöge dieser Sülze die folgenden Augabcn*. 

y. ..Darcli einen gegebe- Y. „In einer gegebenea 
nen Punkt ^ eine Gerade Geraden deajealgva 
^ zn ziehen, welche Punkt <S la finden, wel eher 
durch den Durchscbnitt ^ mit zwei gestobenen Pankr 
«Weier gegebenen Geraden ten 21, 93 in einer Geraden 
ab, Q, 6, g^bt, im Falle die- liegt, im Falle diese Ge- 
8er DurchscUnilt uBingSog* rade nicht geiogea werden 
lieh iit," kann.» 

^voTon die eine, links , ebenfalls allgemein bekannt is^ 

aiiilelst des Lineals allein zu lösen sind. 

Weiter unten wird man finden , daCs die- Sätze 
(IV.) nur besondere Fälle Ton allgemeineren Sätzen 
sind, die nämlich statt finden, wenn die projectivis^lien 
Gebilde ai,bi und sich in schiefer Lage befinden. 

Es liefsen sich hier noch eine Menge Folgerungen 
xiebeUf die namentlich das Dreieck» die Theorie der 
Transversalen, u. s. w. betreffen, bei denen ich mich 
aber nicht aufhalten kann. 

21. Sind drei Gerade A, Ai, A, (Fig. 27.) unter 
einander projcctivisch, nämlich in Ansehung der Punkte 

<l,6iC9 ; Ol, bi, Ci, ; Oa, 6a, Ca, , und liegen 

. aie so» dafs sie einander in einem Punkte schneiden» 
und dafs in demselben drei entsprechende Punkte e, 
Ci, fa vereiniget sind, und dafs mithin je zwei Gerade 
perspectivisch liegen» so müssen nolhwendiger Weise 
die drei Projectionspunkte.B.Bi» B9 in einer Oeraden 
liegen. Denn sind B, Bi die Projectionspunkte der 
Geraden A und Ai, A und Aj, so ist die Gerade BBi 
ein Projectionsstrahl sowohl von A und A|, als von 
A und A,» so dafs also der Punkt b» in welchem sie 
A begegnet, den Punkten bi, b,» in welchen sie A^, A, 
schneidet, entspricht» und dafs sie folglich auch ein 



Digilized by Google 



78 Von proj, Geradea u. ebeo. SiraUli. in d. lüieae. 21. 

Projectiooastrahl von Ai und A« iit» and dmdi ihreo 
PMjeeOooaiNmkt Bt gfbt 

Wird miigekehrt angenoiniiMii drei StnUbQsehel 

B, Bi, B2 seien unter einander projectivisch, und lie> 
gen so, dafs drei entsprechende Strahlen d, di, d« Tcr- 
' cinigl siod, daCi mithin fe swei Strihibllschel perspeo 
tivisch liegen, so folgt auf Ihnlidie Weise, wie Torhin, 
daCs die drei perspectivischen Durchschnitte A, Aj, Ag 
einander in einem Pnnkte (eCies) treffe Also hat man 
folgende SSlze: 

I. „Sind drei Gerade A, 1. ,,Sind drei StraLIbu- 
A„ Aq unter einander pro- schel B, B,, unter ein- 
{eetirifich und liegen sie ander projectivisch und 
80, dafs sie sich in einem Ii egen sie so, daft drei est-. 
Punkte schneiden, und dafs sprechende Strahlen auf- 
in demselben drei entspre- einander fallen, also ihre 
chende Punkte vereiniget, Mittelpunkte in einer Ge- 
und mithin je zwei Gerade radfii liegen, und mithin 
perspek tivisch sind, so lie- je zwei Strahlbüsche 1 per« 
pen die drei Projections- spcctivisch sind, so tref- - 
punkte B, B|, B^ in einer fen sich die drei persper- 
Geraden.^ tivischen Durchschnitte A« 

A|, Ag in einem Punkt.** 

« 

Ans diesen Sätzen. folgen unmittelbar nachstehende 

bekannte Sätze: 

II. f^Tftttn die drei IL ,Jiieg«n die dreiPaak* 
radeaA, A|, Ag, welche die teB,B, , D^, in welchen die 
Ecken irgend sweter Drei- Seiten irgend sweier Drei- 
ecke üatÜ2t B^iS«, in he- ecke at, Sg, H| he« 
stimmter Ordnung genom- stimmter Ordnung paar- 
men, paarweise Terbindel^ weise genommen» sich 
in einem Pnnkte zasammen, schneiden, in einer Gera- 
so liegen die drei Pnnkte den, so treffen die dreiGe» 
B,Bt, Bt, in welchen die ra,den Ai A|,Ag, welche üe 
gtgenfther liegenden Sei- gegenfther liegendenEeken, 
ten, in gleicher Ordnung in gleicher Ordnpng paar- 
paarweise genommen, ein- weise genommen, verhin- 
ander schneiden, in einer den, allemal in einem 
Csrsdea** D«m mm kann Pnnkte snsammea.,^ Do» 
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festsrtzen die Geraden A, A,'und man kann iestoetzen di« Stnbl- 

Bollen in Ansehung der gleich- büscUel B, B, und B, sollen in 

naoiigen Punkte ö, e und 0,, Anselmng der gleidiuaniigen 

^, , d und a^. projecü- Strahlen a, b, d und a,,b,,d, nnd 

vilch Min 10» r*)' «2 > ^2 f projccüfisck uim 

Et folgt feriicrs 

III. „Bewegen sich die III. „Drelien sich die Sei-^ 
Ecken eines veränderlichen ten eines veränderlichen 
Dreiorks a fl^ in drei fe- Dreiecks a 0, um drei 
8 Ich (je raden A, A,, Ag, die feste Punkte B,B,, Bg, die 
durch einen Punkt t gehen, In einer Geraden d liegen, 
und drehen sich iwei Sei- and bewegen sich xwel 
ten desselben, elw« tttti , Ecken deaselben, etwa a, At« 
Attgt um feste Punkte B, B^, in festen Geraden A,A|, so 
so gebt anek die dritte bewegt stell »uch die drlt> 
Seite a, bestindig dnreb te Eeke üg In einer drittMi 
einen dritten festen Pnnict festen Gereden A«, die eicb 
B«,'der mit jenen beiden in mit jenen beiden in einen 
einer Geraden liegt.** Punkte scbneldet,'*' 

Bei dcD obigen Sätzen (I.) ist der besondere Fall 
möglich, dafii einerseits (links) die drei Prajections- 
punkte ß, Bi, B,, und andererseits die drei perspecCi- 
vischen Durchschnitte A, Ai, A^ zusammen falleu; die- 
ses leitet daher auf nachstehende Aufgaben* 

IV. „Drei gegchene Gera- IV. „Drei gegebene StrakL 
de A, A|, Ag, die unter ein- hüschel B, B, , Bg , die an- 
ander jirojcctiviscli sind, ter einan der proje cti visch 
so in pcrspectivische Lage sind, so in perspectivische 
zu bringen, dafs sie sich Lage zu bringen, dafs ilire 
in einem Punkte C schnei- Mittelpunkte in einei^ Ge- 
den and einen gemein- reden liegen, and dafs sie 
•ebaftlieben Projections- einen gemeinsebaftlleben 
fsnkjt B haben.** - perspeetivlsehen Dnreh 

sehn itl A haben.** 

Die Anfldsungen dieser Aufgaben sollen den 
Liebhabern vorlSufig znr Uebung übetlasBeil bleibcns 

sie lassen sich leicht auf frühere Sätze gründen (§. 15.); 
später sollen sie milgctheilt werden. Ich will hier nur 
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angebeo, dafs die erste Aufgabe (links), im Allgemein 
Den unendlich viele Aufldsnngen xuiäCiti wobei sich 
▼erscbiedene drei entopreehende Ponkfe der Geraden 
in deren gcineinscbaftlichem Durchschnitte Tereinigcn 
lassen. Giebt es auch entsprechende Punkte, bei de- 
ren Vereinigung keine Auflösung statt findet? und wel- 
dieQ Spielraum beben sie? Was findet insbesondere 
statt, wenn die Geraden ähnlich sind? — Die andere 
Aufgabe dagegen läfst im Allgemeinen der Hauptsache 
nach nur zw^ Auflösungen su, 

73L Durch Wiederbolnng oder Zusammensetzung 
eines obigen Satzes (§. 21.) gelangt man unmittelbar zu 
einem berühmten Porisma, welches Pappus» in der 
Vorrede zum VIL Buch der CoUecüones Mathematicae^ 
mittheilt, und welches, wegen seines Scheins von All- 
gemeinheit, leicht für schwerer und umfassender ge- 
halten wird, als es in der That ist, nämlich zu dem 
folgenden Porisma: 

I. „Wenn in einer Ebene n beliebig gezo- 
gene geradeLinien einander irgend wie durch- 
achneiden, und man hält die n— 1 Durch* 
echnittspiinkte fest, die einer tou ihnen, gleich 
viel welcher, angehören, während man alle 
fibrigen beziehlich um diese Punkte bewegt 
und während n«— 2 tou ihren gegenseitigen 
Durchschnitten, wo^dn keine drei denselben 
drei Geraden, keine vier denselben vier Ge- 
raden, u. s. w. angehören» gezwungen sind auf 
einer gleichen Anzahl gegebener Geraden, ale 
Leitlinien genommen, zu bleiben: so. werden 
alle übrigen Durchschnitte der bewegten Ge- 
raden, deren Anzahl eine Triangularzahl is^ 
einzeln andere Gerade beechreiben» die mit 

jenen 
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Jenen Leitlinien zugleich der Lage nach geg^ 
ben sein werden.*"* 

Iii neuerer Zieit hat Roberl Simson piertt die» 
sen Satz bewiesen. Mittelst der oben festgesetzten Er- 
kläruugen (§. 19.) kann der vorstehende Satt, nebst 
aeioeoi entspnschenden Satze wie folgt imsgesprpchen 
werden» . ... 

IL^JI^^^S^^ ^^^'^ ^^^^^^^'^ nl^'<>hea sich die Se^ 
eines TerSnderlichen Toi^ tcn eines TollstündigDp 
• tändigen n Ecks in n f e- TeranderIichennSeit8a.ni 
sten Geraden, die dnrch n feste. Pankte, die in einer 
einen Punkt gehen, and dre- Geraden liei^en, und he we- 
hen sich n — 1 Seilen des- gen sieb n — 1 Ecken des- 
selben, die irgend einem selben« die irgend einem 
einfach en nEck angehören, einfachen n Eck angehören, 
nns welchen das vollsten- aus denen das vollständige 
dii^e bestebt, um eben so bestellt, in eben so vielen 
viele feste Punkte: so dre- festen Geraden: so bewe- 
Jien.sich auch die übrigen gen sich auch die übrigen 

■ S«it««. •> Z.U ^"V> Eck*n, .» Z.U 1" • V , 

um andere feste Punkte, die in anderen festen Geraden, 
filgo mit jenen feslenPunk« die also mit jenen festen 
ten zugleich gegeben sind." Geraden zugleich gegeben 

stttd." 

Is der That sind diese zwei Sitze, wie sehon er- 
wähnt worden, nichts anderes als eine zusannncnliUn- 
gende Wiederholung der obigen einfachen SHtze (§.21, L). 
Oder noch leicbler kOnnen sie ans folgenden Sftt9(e% 
deren Richtigkeit von selbst erheUet, mssonmeDgesetzf 
werden. Nämlich: 

III. „Wenn bei drei Gera- III. „Wenn von dreiStrahl- 
den A, , Ag, die einan- büschein B, B< , Bg, deren 
der in einemPunktc schnei- Mittelpunkte in einer 
, den, zwei mit der dritten raden liegen, zwei mit dem 
pro}eetlTi8ch sind nnd mit dritten projeetiTisch sind, 
ihr |ierspeetfTtseh Hegen, nnd mit ihm perspeetiTisch 
so sind sie «ach nnter sich liegen, so sindl sie aneh 

6 
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projectiviscb nnd liegen nnUr eicb proje«livUek 
perspectiviicb.*' «nd liegen perspe.ciUleck" 

' Daraus folgt, durch ZiuaiumeiiselKUDg, imnlttdbftr: 

. TV, n^tituntunwonrnGe- lY. ^DaTs wenn rom m 
reden A« A,,Ag,... A..,» die Stralilbasclielii 8,64, Bg,... * 
4«reli einen nnd dentelbea B„.m deren Hiltelpaalcte in 
Pnnkt geben, der Reihe einer Geraden liegen, der 
naeh jede mit der daranf Reihe nach jedes mit dem 
feigenden preieeliTiteh daranf folgenden prejeeti- 
tat, and mit ibr perspeeti- viaeb ist, und mit ihm per- 
Tiaeb liegt, dann alle an- spectiTiieb liegt, dann al- 
ter einander prejeetiTisch le unter einander projecti> 
sind, nnd perapeetiYiacb visch sind, und perapeeti> 
liegen«** Tiacb liegen«^ 

In diesen SStzen sind die obigen (II«) enllmlleB« 
|>enn wenn e. B.» nach dem Satse UoisX die Ecken 

eines vollsiäuJigeu Vierecks a, 01,02,03 (Fig. 28.) sich 
in den fcslcn Geraden A, Ai, As» Ag bewegen, wllh- 
rad- sich etwa die drei Seiten aot, AiO«, OsOt Jen 
* einfachen Vierecks ae, Oi^le a um die drei festen Punkte 
B, Bi, B» drehen, so sind offenbar A und Ai, Ai und 
Ai« Aa luid Aa in Ansehung der Punkte a und üu Üi 
nnd Os, et und 1I9 profectivisch» und liegen perspedi- 
^isch, nlmlich B, B^, B^ sind ihre Profeclionspunkter 
daher sind, zufolge vorstehenden Satzes, auch A und 
At» Af und A«, A und A«, in Ansehung der Punkt« 
^ nnd ttt» <li md ast A und na* pro)ectivisch und lie- 
gen perspeetivischy so dafs folglich auch die drei abri» 
£en Seiten aOt» OiOa, acta des vollständigen Vierecks 
•idt um feste Punkte B49 B»» B« drehen, nämlich na 
die Projectionspnnkle dei! lelzgenamiten Paar Geraden* 
Ueberdics folgt auch noch (§. 21, I.)» dafs von den 
sechs Punkten B, Bi, B^, B^, B4, viermal drei in 
einer Geraden liegeni dafs eie also die Ecken einet 
voUsOndigen VierseiU smd. 
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Wam »nimffMiti i. B» die Seiten einee Tolbfiii« 
digen Vierteite e, «i» a«, St (Fig. 29.) eicb um fette 

Punkte B, Bi, B,, Bs drehen, die iD einer Geraden 
liegen, virährend üch etwa die drei Ecken a, Oi, 
des Vierecke 4iatatA«a in den drei fetten Gereden A» 
Ai, A, bewegen, to sind offenbtr die Strahüilltcbel 
' B und Bi, Bi und B,, B, und B3, in Ansehung der: 
entsprechenden Strahlen a und Bi, Bj und a,, atund % 
proJectiTitcli und liefjen pertpeeiivitcb» ntalkb A«, 
Af sind ibre pertpeetiTitebeD Dnrcbtcbnitte; daher sind • 
euch die Strahlbüschel B und Bj, Bi und B3, B Mnd 
in Ansehung der Strahlen e und a«, ai und -A 
und at, projectiviseh und liegen perspecttviscb (IV.), to 
dafs folglich auch die drei tlbrigcn Ecken 04, o», e» 
des vpliständigen Yicrseits sich in bestimmten festen 
Geraden A49 A»» A» bewegen, nimlieh in den perspcf^ 
tivitchen Dnrcbtcbnitten der letttgenemiten Strahlbft* 
schelpaare. Ucberdies folgt noch (§. 21, I.), dafs die 

6 Geraden A, Ai, A» die 6 Seiten eines yollstän- 

digen Viereckt ß, Ö tind« 

Gent eben to, wie bei dieten Beispielen, latten 
sich die SUtzc bei jeder anderen Figur nachweisen. 
Verschiedene besondere Fälle der obigen Sätze (II. 
oder IV.)— die einerteita (links) dadurch entttefaen^ daCs 
nm den fetten Geraden einige auf einander lallen, oder 
dafs die festen Punkte in einer Geraden liegen, und 
dafs diese durch den gemeinschaftlichen Durchschnitt 
der festen Geraden geht, o. t. w.| und andiereirieitt du* 
dnrcb, dafs die fetten Punkte theilweite Tereiniget werden^ 
oder dafs die festen Geraden durch einen Punkt geheiip 
und dafs dieser mit den festen Punkten, in einer Gera- 
den liegt, IL t. w» werden luer fiberf^ngen. Uebi»^ 
geot sind die obigen SStze adbtt nur bei a ad e re FSUe 
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iPOn aUgetiekiereii und oiiifiuiseBderen Sätzen» die in 
Mm ^w«i nkelistfolgenden KapiU»In bewiesen 'fferdbA. 

23. Schneiden sich drei Gerade A, Ai, A3 (Fig.30.), 
die uDler einander projectivisch sind, in drei Punkten, 
nnd4iegeii je twei derselben peripectimehy so dafs also 
äi jeden Dorcbschnffte zwei 'entspliecbende Punkte' ver- 
^niget sind, nämlich e undfi, f und f^, U und [3, und 
■nd e«, fi, 1 die den vereinigten Punkten entsprechen* 

dHtIto Ptmktey so sind in jedem der drei Sfrabieii 
ttiUy ff,fi, UUl vwn Pktifef^nsstrablen Teretniget, 
nämlich ee^ und fifa, ffi und fj^u und fsf, und 
Mmt aiassen ihre gegenseitigen Dnrcksdinitte B, Bi, B, / 
ffe ProjedHonsponkte der Geradenpaare A ond Ai, A 
und Aa, Ai und A, sein. Da auf Shnliche Weise, wenn 
man, statt von den Geraden A, A,,A2, von den Strahl- 
bllscbeln B-, Bi, B« ansgefat» aach das U^igekebrte sidi' 
dirlbon läfst, so folgen also nachstehende Sitze. 

1^ «Weaa disSeitea A, A, L „Wenn die £«kf n eU 
As eines Dreiecks efl« i^n- nes Dreiecks BB,]^ die 
Icr eiaander projeciiTisch Hitt^lpunltc projeetiTi- 
ilnd,«Bd ^enn j« sMi per- «eher SirabibBsokel sind, 
■pecttrUcb liege«» so sind wovon je zwei perspesti^ 
ihre Proj ectionspunkte B« visck liegen, so bilden ihr 
B|9 Bs, die Ecken eines an- re perspccti vischen Durch- 
deren {enem nmbesebrie- schitte A, A, ^ A^ ein Drei- 
beaan DseleckSi'* eck efl«, welches jenes» 

eingeschrieben ist." 

Sind d, Ol) irgend drei entsprechende Punkte, 
SO ist das Dreieck oeiüi dem DreiedLe (DreiseH) A; 
Ai, A3 eingesebrieben nnd zugleich dem Dreiecke 
BBiBt umschrieben; uud da zur Bestimmung der pro- 
jectivischen Beziehung der drei Geraden AyAi^A, oder 
der dtei Sfrablbllscbel B, Bi» B«, dreimal drei entspre- • 
cbende Punkte e, fi, e^; fi, fj; (, f, oder Slrab* 
Ich Ci, e«; k, k^, Xst 1» lit ia> wülkührlich ange- 
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Bommen wedien klhuiMiy folgen ferner nnmitlelbar 

nachstellende Sätze. ' ' ' ^ 

.IL „Wenn einem beliebigen Dreieck Ai, 
As irgend ein cweite« BBiBt* nintebrieiien U% 

80 giebt 68 unzählig Tiele andere Dreiecke 

aiiida, (bbiha» CCiCa» )» ^ou denen jedes dem 

ersten eingeschriliben und »gleich de^ itwei- 
ten umschrieben ist" Nftmfich: 

' »iiBMiichreibi aas irgend ^Betehraibt man irgead 
ein Brateck iSi.tt, desaen ^i^ Dreieck ia«A,, deaaen 
Ecken, in beatimmter Ord- Seilen, in beatimniterOrd* 
'n\[ing i^nonitnett*; hi den MBg genomaien,* dnrek die 
Snitatt yeaaa '•rata« Brair Biahan j«iiea s«vfitan Bra|- 
acka liegen» npd* Ton daa- ecks gehen, nnd Ton daa- 
8cn Seiten twei dnrcb awei Ben Ecken iwei in iwei 
Ecken deä twelten gehen, Seiten des ersten liegen, 
so geht allemal auch die so liegt allemal «nch die 
dritteSeitc desselbendnrch dritte £cke desselben in 
die dritte Ecke dea iwei- der dritten Seite dea ar- 
ten.*' ataa.'* 

Oder luit anderen Worten: 

,4st einem Dreieck A, A,, Jiat ainan Dreieck BB|Bf 
ein.tTreitaa BBfBg nni> ein iweitea A,A|,A, einge- , 
^aebrieben nnd bewegen ickrieben, nnd drehen aich 
•ich die Eeknn ainaa drit* die Seiten einea dritten 
ten Dreiecke Aft«e« in den Dreiecke AS^Sc nm dieEcken 
Seiten des ersten, während des ersten, wSbrend twei 
zwei Seiten, in beatimmtnr Ecken, in beatimmter Ord- 
• Ordnung genommen, sich nnng genammen, aieh In 
. am s^etEcken des «weiten «wai Seiten dea sweiten 
drehen, so dreht aich auch bawegen, so bewegt sich 
. die dritte Seite desselben auch die dritte Ecke des- 
' um die dritte Ecke dea selben in der dritten Saite 
•swaiteja.-' daa sweiten«** < 

i in. MWeae Tonden Ecken IIL wWaaiiTcn denSeitnn 
eines Sa.ehaa«ka B Bg elnaa Seckaacka B« Ba, efa^ 
f4B| iweimal drei, die B| si^eimal drei,' die nickt 
nicht anfeinander folgen, aafeinandar feigen, dnrch 

' in ainat fraradan iiagaa, «dnen Penkl gaheit 



Digitized by Google 



BS 1^ pro), GtiUn m dbca« SirdMk mi ^ EImm. tlu 

nvle etiv«i, «, and B,, e> wa B,B,««f,f«c «iiBt„f|^4^ 
Bf ia iA| und 6^62, so He- darcli (, ond 0, s« treffea 
gen aach die drei Durch- sich aaek die drei Gerades 
'ieliBiUe (if^a, der einaiH B^e, Bf, tii, dareli die ge- 
.der gegendber Hegenden genüber liegende« Eckes 
^«iteAiB eiser Gecadeib** einander I» eisen Psalcle 

Von diesen zwei bekannten Sätzen (III.) ist der 
. «ine (Uoks) das XIIL Leiimui xu den Porismen des . 
Eaklides, welcbe Pappns im YII. Bache nittheilt. 

Im Anhange sollen diese Sätze umfassender gegeben 
werden. 

Die M§/m Verbindnngen von drei projectivisclien 
Oetvden oder StniblbflseKeln» nebst weiteren Verbitt- 

dungea der Art, wOrden leicht zu vielen anderen Sätzen 
filhren, wenn der ÜUum gestattete, sie bier weit« m 
▼effelgen* 

21. Es sollen hier noch drei projectiTische Ge- 
rede und drei projecüviscbe Straiübfiscbel so Terbnn- 
den werden, da(s Ton den fedesuialigen drei Gebilden 
zwei unter sich schief, aber jedes mit dem driltcu 
perspectivisch liegt. 

Befinden sieb von den drei beliebigen Geraden 
A, Aj, A3 (Fig. 31.), die unter einander projectivisch 
sind, zwei, etwa A, Ai, in schiefer, dagegen jede 
derselben mit der dritten in perspectiviscber 
Lage, so dafs also im JDnrebsebnitle der ersteren irgend 
zwei, einander nicht entsprechende Punkte, etwa e, bi, 
dagegen in den Durcbschnitten, die sie mit der letzte- 
ren A« bilden, xwel entsprechende Punktenpaarc^ etwa 
f und fi, Ii und I,, vereiniget sind, und sind ferner 
' Bj, Bs die Projectionspunkte tou A und A3, Ai und 
Ati so werden offenbar in der Geraden BiBt ii^end 
drei mitsprechende Projectionsstrahlen, etwa b, b|, b,, 
aufeinander fallen, und in jeder der zwei Geraden 
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lieb f)fj und ffi> und Iii, vereiniget sein. 

a) Werden umgekebrC io irgend einem Projeo- 
ÜMMStraU» elwa i» mwcier gagabiaar pejMimMiMr 
Geraden Au die in schiefer Lage aick * befindei^ 
zwei belieb if^e Punkte Bi, als Mittelpunkte zweier 
S(rahlb&£cbei augenonniien, wovon der erslere auf A 
und der andere aof Ai bezogen wird, md die wMm 

in Ansehung der Strahlen ai, b,, Ci, d,, nnd a«, h^f 

c,,d,, projeclivisch sind (§.11,111.), so werden sie, 

da in dem Strahle b zwei eotsprccbeode Strahlen bi, b^ 
▼ereinigel aind, pertpeoMtch Itegeo (§. M.), mmd ihf 
perspectiriseber Dnrchtehnitl A« whrd offenbar mit |eder 
der zwei gegebenen («eraden A, Ai projeclivisch sein 
und perspectiviach liegen» nttudich A und A«» A| und A% 
werden Bi» Bs mai Pri^^ctioiispunkt haben. 

b) Werden die Punkte Bi , B, insbesondere in zwd 
eiiUprechenden Punkten 61, h der gegebenen Gerade 
At, A angeMMwen» nftslidi B| in ht und in 1^ wie 
(Fig. 3S.), so failoi die Strahlen e,, d« mil den Go- 
raden Aj, A zusammen, so dafs also die Durchschnitte 
f), der entsprechenden Strahlen Ci und e^, d, und 
ds ha ti9 h liag^9 und dafis folglich in diesen FMß 
der ptrspeettviache Durchschnitt At der SCmhlbOschel 
die gegebenen Geraden Ai, A in denjenigen Punkten 
schneidet, die den in ihrem Durchschnitte vereinigten 
Punkten e, t% entsprechen. Da die Gerade At doicb 
Ae zwei Punkte ti, bi, oder e,, bestimmt ist, so 
bleibt also der perspectivische Durchschnitt (A^) der- 
selbe, »an mag die Mittelpunkte B|, Bi der Strablbt^ 
achel, in wekhon swei enls^chendeo Punkten der 9»- 
gebenen Geraden Ai, A, also in 5^ und b, oder in 
Ol und a, oder in Ci und c, u. s. w., annehmen als 
»an wiU) so data abo die Durcfiachnitto Ot, C«, ^•••« 



j 
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OxCy , die bei zwei schief liegenden profecüvischcn 

Geraden A, Ai je zwei Paar «utoprcchende Punkte 
wachieiiMtig ▼erinadeD, in «iaer oBd ^erteUMn Gap> 

, Wenn andererseits von drei beliebigen Strahlbü- 
icheln B, Bi, (Fig. 32.), die unter einander projeo 
Mmk aindy iicb vird, etwa Biv in Bcbielar, .dkh- 
gegen )e4er derselben mit dem dritten h% in perspectiv 
viscber Lage befiodeo, so dafs also in der Axe BBi 
der ersCeren swtl einander nicht entsprechende Strah- 
. le&» MW« e, dl, dagegen in )eder der xwci Axen BB* 
BiB^ zwei entsprechende Strahlen, etwa k und k«, 1| ** 
tind U vereiniget sind, und sind ferner Ai, A, die per- 
•pectiviacheD Durebecbnitte der StrafaibfiiBcfael B andB«» 
Bi und B«: m mflseen «^enbarr im* Durdudmitle dkr 
Geraden A^ A9 die Durchschnitte von irgend drei ent- 
sprechenden Strahlen, etwa die Durebecbnitte b$ ti, 
der StnUen 1^, b|» b«» und ferner mteson in jedem 
T^tt beidett PmilLte* wo die zwei Paar Tereinig^en eilt* 
sprechenden Strahlen kkx, IJa ihrem entsprechenden 
dritteu Stcabl k,, 1 begegnen, zvrtk entsprechende Punkte 
. f vnd ttf 1 und h Tereiniget sein. Und ämgekielirt: 

er) Sind irgend zwei projectivische Strahlbüscbel 
B, Bi in schiefer Lage gegeben, und man zieht durch 
den Dnrcbsehnitt irgend zweier entdpvecbenden Strab- 
ien, c. B. dnrch den Durebecbnitt e der Strahlen by bi, 
zwei beliebige Gerade Aj, A2, so werden letztere in 

, ^ Ansehung der Punkte Ci, 61, Ci, b,, und (i^, 62» 

ttf 9 in welchen sie die Strablbfisebei B; Bi 

scbneiden, projeotiviseb sein (§. 11, III.), und, da in 
dem Punkte 6 zwei entsprechende Punkte 6,, 6a der- 
selben vereiniget sind, so werden sie perspectivisch 
4iegeft (§• H)/ und fmer wird oftebar der Strahl- 
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bOMÜMi H|y wttAct dorch Iktn P!F^60liMMrtiill6D a^, 

bi, c,, ds, gebildet wird, mit jedem der zwei ge- 

' gebenen SlrablbÜscbel B, 13 1 projectivisch seiu imd per- 
speetiviadi liegea, litelittb B «ail B,» Bt «nd Bt W«fw 
den die Geraden Ai, zum perspeclfTfeeben Dordi* 
scboitt haben. 

f) Werden die Geraden A^, A, insbasoodere 
g(>Icgt, daCi sie ttit denrStrablen bi; b ziieattitteiifilleiiy 
^vie (Fig. 3I.)> so vereinigen sich, wie man sieht, die 
Punkte Ci, ba mit den Mittelpunkten B, B^ der ge^c- 
betten SUiaUbttsdiei, so deCa iilsa in diesen Falles sUII 
Mr entsprechenden Strahlen *k*ttnd k,, 1 und Ii,- die 

* eiitsprcchcudcQ Strahlen d und d^, e und e^ aufeinan* 
der faiieo, und dafs folglich in diesem Falle der Prei^ 

• jeetionspimkt b% der Geraden Ai, At> der Durchschnitt 
derjenigen zwei Strahlen d, ei ist, deren entsprechendh 
dl, e in der Axe BBi der gegebenen Strablbüschel By 
Bi ▼ereinigt sind. Da der Punkt B, vermüge der&tnb. 
len d, ei bestinmit iit» so bleibt also der Projecfions- 
punkt der Geraden A^, A^ der nämliche, man mag diese 
mit welchen zwei entsprechenden Strahlen der f^gebe^ 
neu Strabibüschei B, Bi znsammen fidlen ksSen, ab 
man will, also mit b und bi, oder mit a und a,, oder 
mit c und C|, u. s. w., so dafs folglich die Geraden 

9^f Ca, y die durch die Punktenjiaare (ti und a,, 

ti und €tt fi und ft, gehen, in .weichen. bei zwei 

schief liegenden projecliyischen Strahlbüscheln B, B| je 
zwei entsprechende Strahlenpaare einander wechselsei- 
tig schneiden, in einem und demselben Punkte Bs sih 
sammentreffen. 

In di^n vontehenden Betrachtungen sind die Be- 
weise und Auflösungen der nachfulgeudeu Sölze und 
Anfgiaben enthalten. 
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I. nV«l {«ileiB Seehteck I. „Bei jedem Secliteelc 

B«B« Iii« (,B, (Flg. 31.), wel. Baß, UfB (^Fig. 32.). welckes 

ckc» iwei schief liegeDde diellittelpunkie B,B, xwei- 

pr^jectiTische Gerade A, er schief liegeodea Strahl* 

A| «ttd irgead vier Projec- böschei and irgend rier 

lUBtMraiileB a, b, 1, k der- Darehschnitte a, (, f 

selben xd Seiten hat (a), sprechender Strahlen s« 

treffen die drei Diagona- Seiten hat (n), liegen die 

len BiiiBgaiffli, welche drei Durchschnitte di^B^« 
die gegenfiber liegenden der drei Paar gegenuher 

Ecken rerbinden, in irgend liegendenSeitcn, in irgend 

cinemPankteft, xttsammen.** einer Geraden a^" 

IL t,Bel xwei schief lie- IL »Bei iwei aeliief lie> 
geaden projectivischenGe- genden pro jectivischea 
tadcsA^A, cFig. 33.) Hegen Strahlbfischeln B, B« (Fig. 
4ie Darcliscliaitte i^, Cg» 94.) treffea die Gerades 

fg«**... der Terschiedenen c^t fgi durch die Ter* 

Fear Geraden (a(, and M|« schiedenen Pnnktenpaare 
i<, ändert, AC, and ci,, ••*..), (i« and r, and f, aad 

welc&e je zwei Paar eat- fs, ), in welchen je 

•prechende Punkte wech> xwei Paar entsprechende 
selseitig verbinden, in ei- Strahlen sich wechselsei- 
aer bestimmten Geraden tig schneiden, in einem be- 
Ag, die nSmIich den gege- stimmten Punkte zusam- 
benen Geraden A, in men, der nämlich mit den 
denjenigen zwei Punkten Mittelpunkten B, B, der 
b^e,, begegnet, deren ent- Strahlbüschel dnrch die- 
sprechende , e in ihrem jenigen zwei Strahlen d, e, 
1> urchschnitte vereiniget verbunden ist, deren ent- 
•ind (b)." sprechende df^e in ihrer 

Axe vereiniget sind O?).** 

Die SStze (L) lasieo sich auch imikebreii. Die 

Sitze (IL) enthalten die obigen Sätze (§. 20, IV.) als 
besondere Fälle, und wie leicht zu sehen, den obigen 
Sats des Pappu« nebst dessen entsprechenden (§.23^ 
Hl.}» ik Tbeile in sich. 

in« «Zwei det Lage aaek III« hZw«! der Lage aack 

ead pTa}eetiTiach gegebe- aad projectivisch gegebe- 
ae Gerade mittelst des Li« ne Strahlbfischel mittelst 
aeali alleia, sch ief auf ein- des Lineals alleia, schief 
aadar sa pre|ieifear d.h«s amf eiaaader sa pro|ici- 



/ 
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a) „W««tt b«i Bw«i latelit». tea;* 4 k: «) „We« • Ibel 
fcr Lage gegebta^B - prd» iw«i ia sckiafer Lage ge- 
jectivUckcaGeradea A,A, g^beaea profecliTiteliea 
eiae tarBestliBBinag Ihrer Strahlblltchela B« fi, eiaa 
projeclWiaeliealeiie&aag tar Bettiaiaiaag ibrar pra* 
biareiebeadaZaVl eatapra- JactivUcbeaBaiiabaagbia» 
cbeadePaaktaapaare, alaa reiebaaia Zabl eatapra» 
drei Paare, gegeben sind» cbeade Strableapaare, 
99 aallen mittelat des LI- ea drei Paare, gegebea aiadi 
aeala allein, andere ea|> ae aellen mitteUl dea Lk 
apreclieade Pnnktenpaare aeala allein, andere eai- 
gefunden werden, oder aa aprecheade Strablenpaara 
soll za jedem beliebigea gefnadea werden, oder aa 
Paaki in der einen Geraden soll zo jedem beliebigea 
der ealaprechende ia der Strahl dea eiaea SirahlbÜ« 
anderen Geraden, nnd aa* sehels der entsprechende 
mentlich sollen b) dieje- im anderen Strahlbfischel, 
nigen zwei Punkte (b, e,"^, nnd namentlich sollen fl) 
deren entsprechende im diejenigen zwei Stralilei| 
Durchschnitte der Gera- (d, e^), deren e ulsprechen- 
den vereiniget sind, c) die de in der Axe ÜB, der 
Durchschnitte der Paral- Strahlbüschel vereiniget 
lelstra Ii 1 en, und endlich sind, und ferner ;•) derje- 
d) derjenige Projections- nige Durchschnitt irgend 
strahl, wel ch er einem der zweier entsprechenden 
drei gegebenen Projecti- Strahlen, %v eich er in ir- 
onsstrahlen in irgend c i- gend einer Geraden liegt, 
nem gegebenen Punkte he- die durch deuD urchscliuitt 
gegnet, gefunden e r« eines der drei gegebenen 
dfa.** entsprechenden Strahlen-^ 

paare geht, gefunden wer* 

den." 

AnüOaung. 1) Smd A| (Fig. ai.) die geg»« 
banan Garaden, nnd sind « nnd ttj, b nnd c nnd 

C, die drei Paar gegebenen entsprechenden Punkte, so 
nehme man in einem der drei ProjectionsstraliJen a» 
hf e, etwa in swei bdielnge Punkte Bi» Bt» sidie 
ans ÜDen die Strablenpaare Bi« und B,(ti, B^c und 
B)Ci, die sich in den Punkten a^, C3 schneiden, und 
liebe dnrcb diese Punkte die Gerade A». Soü nun 
n) sn ii|;end einem Punkte ]c In der Gemden A ihr 



aiisprecli€lide PoHlt Gerate A, gelmidi-Q 

werden, so ziehe man den Strahl Bj^r, der die Gerade 
At in aoeni Punkte ft scbneiden wird^ und ziehe so- 
daon aas fit dlorch (Ts eioMiSlrablBiiPktrt« so wird «fie- 
ser der Geraden A, in dem gesuchten Punkte pi be- 
gegnen, b) Zieht man also die Strahlen BiC, B^bi, 
ttid iodBiiii durcli die Pyiikle Ctt bit in weicben mo 
iih Gerade A, schneiden , die Strahlen BjfsfM Bibj^» 
so müssen diese den gegebenen Geraden Ad A in den- 
jenigen Punkten Ct» b begeg^ea, welche den in ihrem 
OnrdieolMntt» ▼ereinigten PonkttD entspreehen. 
c) Und zieht man ferner durch Bi, B, die Strahlen 
q, r den Geraden A, Ai paraiiel, und sodann, durch 
die Pimkte i|s, die Strohleo B|<|i<|t» Biftty so wer* 
den diese den Geraden Ai, A in den Darchschnitten 
^1, r der Parallelslrahlen, d. h., in denjenigen Punkten 
begegnen, deren entsprechende q, Vi unendlich entferni 
sind, d) Zieht man endlidi dordi die Pünktc f|. In 
^Teichen die gegebeneu Geraden A, Ai von der Gera- 
den A, geschnitten werden, die Strahleu B,f, BiIi, so 
sind diese diejenigen Profectiottsstrahlen k-, 1 (der ge-- 
gebcnen Geraden A, AJ, welche dem gogelicncu Pro- 
jeclionsstrable b in den beliebig angenomnieuen Punk- 
ten h%f Bi begegnen. 2) Nimmt man die Punkte B^» 
Bf in den entsprechenden Punkten 6, 6i an, wie in 
(Fig. 33.), so wird, wie man sieht, die Aullosung für 
die Forderung (b) sehr Tcreinfacbt, indem alsdann die 
Gerade As selbst dorch die gesuchten Ponkte fi, 1^ geht. 
• * 1) Sind andererseits B, Bi (Fig. 32.) die gegebe- 
nen Sirahlbüschel, und a, b, c und ai, bi, Ci die drei 
gegellenen entsprechenden ^ablenpaare, so lieiM man 
dffipch den Hürchachnitt des <inen Paars^ etwa durch 1^ 
zwei beliebige Gerade Ai, A^, die den übrigen gege- 
bnen Strahlen in den Piyikten üi, (t> ^tf Cs (Mgegneo, 
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Qrid verbinde diese Punkte paarifSeise diirali die- $trali- 
len a,, c,, die -ekh in irgend eifieni Puakte telmef« 

den werden. Soll nun et) zu irj^end einem Strahl x de« 
Strablbüschels B der entsprechende Strahl X| im ande^ 
reu StrablbOschel Bi gefittden werdeiiy Tefbindi^ 
Inan den Pnnkt Pi , in wetdUm i der GmAeä Ai 'h^ 
gcgnet, mit dem Punkte durch einen Strahl x,, der 
die Gerade A, in einem Punkte }C% schneiden würdy-so 
wird alsdann BijTs der gesaehteStrablXi sein. /9) Zieht 
inaii ako dteAxe BBi, vef'bhidet die DurchschniUe ei, 
mit Ba durch die Strahlen e^, da, die den Geraden 
Aa, Ai in b| begegnen, und zieht sodann dieSlrah* 
len Bif,, Bbi, oder ei, d^ so sinfd diese diejenigen 
Strahlen, deren entsprechende e, di in der Axe BBf 
vereiniget sind. ; ) Zieht man endlich aus B, Bi durcll 
Ba die Strahlen k, Ii , die den Geraden A't, A| in den 
Pnnktell t, I begegnen, so sind diisse Aejenigen Durchs 
schnitte entsprechender Strahlen (k und Isj, 1 und 1|, 
der gegebenen Strahibüschcl B, Bi), welche in den, 
durcb den Durcbscbnitt b des gegebenen Strablenpaars 
b,bi beliebig gezogenen Geraden Aa,Ai liegen; 2) Für 
die Forderung (.i) wird die Auflösung Tereinfacht, 
wenn man die entsprechenden Strahlen b, bi selbst* 
statt der Geraden As, Ai nimmt, wie in (Fig. 34.), in- 
dem alsdann die gesuchten Strahlen d, Ci durch den 
Punkt Ba geben. 

IV. „Wenn bei -zwei scbiefliegendeir pi*o^ 
jectiviscben Gebilden B, A (d. h. ein StraÜlba-^ 
sebel -B and eine Gerade A, siehe §. 6, I.) drei ent- 
sprechende Elemcntenpaare gegeben sind, so' 
soll man mittelst des Lineals allein, zv irgend, 
einem Element des einen Gebildes, das ent- 
sprechende Element des anderen Gebildes 
finden." ' ' • • » 



Digitized by Google 



94 Vm fwoj« Geraden u. eben. StrabUi. io li. FJieae, 25. 

. IMete Aufgabe kaoa leicht auf eine der vorigen 
AdjpilMO (UL) febmhl werden. Denn tcluietdet wum 
im Sinlilbatdiel B dorcb irgenci eine Gerade A,, te 

ht diese mit der gegebenen Geraden A projectivisch, 
und die Aufgabe ist abdann auf die obige (III. links) 
Ktbntfbl. Oder am besiebe Irgend einen StrabUrflacbel 
B| auf die gegebene Gerade A, so wird derselbe mit 
dem StraLlbUscbel B projectivisch sein, und die Auf> 
§abe iai aiadann auf die nbige (UL recbu) gebrnchf* 

35. Ana den Torigen Betraebtungen (§. 24.) aind 
nur diejenigen Sülze und Aufgaben herausgehoben wor« 
den, die für apätere Unteranchnn^eD unumgänglich er- 
fordcrUcb aind. Ea bWen nodi »ehr Sitae nnd Anf« 
^aben an dieselben angeschlossen werden können. Fer- 
ner würden andere Yerbindttngen der betrachteten pro- 
feoliviachan Gebilde nndi Tide intereaaanle Reaoltaln 
Uefem, wenn nicht dieaea Kapitel acb« eine ni pofiiQ . 

Ausdehnung erlangt hätte. 

Zum Schlüsse dieses Kapitell aoUjinr noch die 

« 

folgende bekannte Aufgabe gdOat werden. 

„Wenn in einer Ebene zwei beliebige 
gleicbnaoiigc Vielecke gegeben sind, ein drit- 
tea xn beacbreiben». welebea de» einen nn- 
acbrieben und dem anderen eingeaehrleben 

ist" Oder: „Ein Vieleck zu beschreiben, des- 
aen Seiten der Reihe nach durch gegebene 
Punkte gehen» und deaaen Ecken der Eeihe 
nach in gegebenen Geraden liegen.** 

Auflösung. Diese anscheinend schwere Aufgabe 
wird leicht auf die obige (§. 17«) gebracbt» ao da£s aic^ 
aobald in der Ebene irgend eut Kreia gegeben iat, ao- 
fort mittelst des Lineals gelöst werden kann; nämlich 
wie folgt 

Ea aeien i. B. irgend vier Gerade A, A|, At» A^ 
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(Figk 35.) und irgend vier Punkte B, Bt, B,, £« geg^- 
keiiy so toll «Im» ein Viereck betcbrieben wenka^ dbt« 
•en Eckca» in WetiMter Ordoang genoauMD» in )eM|i 

Geraden liegen und dessen Seiten, nach bestimmter 
Ordnung, durch jene Punkte geben. * 

Werden die Punkte B.» Bs^Bt nech derBieÜM 
als Profectionspnnkle der Geradenpeere A und Ai, Ai 
und A,, As und A«, A« und A« angenommen, wo näm- 
lieb A4 eine mit A vereinigle Ittnfte Gerede ist, so 
sind elidann eUe Gerede onler einander frefMitiieh^ 
also auch Aund A4 (§. 11, III.), und zwar so, dafs zu 
irgend einem Punkte a in der ersten Geraden A , blofa 
durch Ziehen der, Strahlen e, ait 9^$ at die entspredie»* 
den Punkte au ^9 ^> «4 in den übrigen Geraden naeb 
der Reihe gefunden werden. Nun verlangt die Auf-^ 
gäbe offenbar nicbts anderes, als man soüe den ersten» 
Punkt a so annehnMU, daCi der letile «« aut ibn va^ 
aamnientreffe. Es fallen aber bei iwei «nfeiriander 
gelegfen projccliviscben Geraden A, A4, im Allgemeinen 
nur höchstens zwei Paar entsprechende Punkte aufein" 
ander (§. 16, II.), folglich sind im AUgenn^tnen 
auch nor zwei Vierecke ndglicb, die der Auf- 
gabe genügen. Sonnt ist also die Aufgabe auf die 
obige (§. 17.) gebracht, weil hiernach die genannten 
Vierecke gefunden sind, sobald man die vereinigten 
entsprechenden Pnnktenpaarc (e und e«, t und f4) der 
Geraden A, A« kennt. Um diese Punktenpaare finden 
zn können, i«t aber nor nöthig zn liegend drei beliebi«' 
gen Punkten a, t, e in der Geraden A die entspre- 
chenden Punkte (t4, 64, C4 in der Geraden A4, nach 
der vorhin angegebenen Art, zu suchen. 

Man könnte die Aufgabe auch so Idsen, dafs man 
statt der ffinflten Geraden A4 ein f&nftes, etwa mit B 
concentrisches, Strahlbüschel B« zu Hülfe nähme; in-: 



96 Vott proj« Gendea n» ebeo. Stiablb. ia d« Ebene« 25. 
dttsen wäre die Außdaang nicht so bequem , wie die 

.. Et 181 Uar^ Mi dfie 'Atiflteng adk «ani ilnlkk 

bleibt, das zu beschreibende Vieleck mag so viele Seiten 
jbabeD, als man will, und dafis die Auf{;abe, im Allge^ 
yihifn, mm »mei AuiUttmge« aulasttw Wenn aber 
4ie RaofiordiMiDg der gegebeiieo Pnalte (B,Bt, Bt, «...•> - 

und Geraden (A, A^, A,, ) nicht festgesetzt ist, dann 

iU die Zahl der Auflösungen viel gröfser, uimI Ter* 
vkktt mtk wa% dar SeHtiiiihl des VieUckt; so 
würde» bei den ^oriiio betrhfebtetenr Fall» wo ^ »i 
beschreibende Figur nur ein Viereck war, 576 Auf- 
kteuDgen statt finden*). 

(Die* Angabe nmfaCrt' eine grolie Menge besondo- 
rtr Fälle, deren Besonderheit z. B. darin besteht, dafs 
die gegebenen Punkte theilweise in Geraden liegen, 
oder die gegebenen Geraden tbeiiweite durch dieeelben 
Ponklo geben» oder dafis die gegebenen Punkte oder 
. Geraden theilweise aufeinander fallen; u. s. w. Die 
Auflösung aller dieser Fälle ist leicht aus der vorste^ 

banden AttlUtomig zu entn<^en. 

^ Bio 

*) Eis wurde sclion oben (§. 19.) envalint, dafs durch n Punkte 

in einer Ebene 3.4.5 n yerschiedene einfache n Ecke be- 

■tiaiMt werden. Man öberzengt sich davon wie üidgt. Die Punkte 
boaen alph ofifenbar so ofit in anderer Ordnung verbinden, als n 

Elemente sich yersetzen lassen, also 1.2.3 n Mal. Allein je 

twei Verbindnns;en, die einander gerade entgegengesetzt sind, d. b., 
wo die Bangordnang der Punkte gerade uingekebii ist, sind ofTeu- 
bar nicht zwei verschiedene, sondern nur ein und das- 
selbe n Eck (z.B. bei fünf Punkten ist AB CD E und ED CD A 
ein und dasselbe Fünfeck}, d^aher ist auch die Zahl der verschie- 
denen n Ecke nur iudb so gro£s als die Z^l der genannten Ver* 
Setzungen. 

Wenn nun, in Beziehung auf die oben stehende Aufgabe, die 
Seiten eines (einfachen) n Ecks durch n gegebene Punkte B, B,, 
Btt JB»-.t gehen sollen, so sind dabei oifenbar ebenfalls 
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Dia obige Anhebe wurde loent tod deo M«lb#> 

matikern Servois, Gergonne und Lbuilier gelöseti 
im II. Bde. der Annale» de MathämatiqueB, Die vor« 
siebende Anflösong iit TeraOge des Umslandes: ^eCs 
sie nur im Zieben gerader Linien swisebea 
gegebenen P luiktenpaaren besteht, sobald in 
der Ebene irgend ein Kreis gegeben ist;** un- 
ter allen mir bekannten Auflösungen die einfachste und 
kicbleste. 



Zweites KapiieL 

Yen projectiTischen Geraden, ebenen Strablbtt* 
schein und Ebenenbtttcheln in Rsvaiet 



Ein Bbeneabaickel Terbaaden mit Geraden ned ehe- 

aea Strahlbftscbela. 

26. In dem vorhergehenden Kapitel war der Ort 
der Gebilde, die betrachtet wurden, ausdrücklich auf 
«ne Ebene bescbrSnkt £s bleibt denmach noch Hbrig 
diese Gebilde, niadich projectirisehe Gerade und 



0.4.5 a Teisebiedene Rangordnangen mSgBcb. Nim bleibt 

bei jedem Ton diesen 3.4.5.... n verschiedenen n Ecken noch die 
Rangordnung frei, nach welcher die Ecken desselben in don gt> 
gebenen Geraden A, A|, A2, ....An— 1 li^en. Die Zahl dieaer 
Ordnni^en ist aber offenbar der Versetzangszahl f&r n Elemente 

(etwa för n Personen S« S| aafn Plätzen A, A, , ) gleicl^ 

also = 1.2.3 n« Da endlich, zufolge der oben stehenden 

Auflöaoog, fiir eine heslimmle Rangordnung der Punkte B, B^, 

Bg, und der Geraden A, A,, A,,, , Im Allgemeinen, 

Swei, Auflösungen statt linden, so ist folglich, wenn die Rangord- 
nung weder der gegebenen Punkte B, B, , Bn— 1 , noch der 

gegebenen Geraden A, A^ , Aa t ÜBstgeaeUt ist, die Zahl 

aller Auflösungen im Allgemeinen 

3.4.5 nxl. 2.3.4 n X 2= 1'. 2*. 3«. 4« n». 

7 
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98 Pffoj. Geride^ ebene Strahlb* u. Klienctibibchei. 26. 

Aene Strahlbüschel, in solcher Lage zu nntersiv- 
eben, wo sie nicfat mehr In einer and «lerselben Ebene 

liegen. Zu diesem Ende ist es zwcckniäfsig, und wie 
sich zeigen wird, der Natur der Sache angemessen, das 
dritte Gdl>üde, nfimUch deoEbeneDbüscbei (§.1,1ILX 
BiH )enen zugleich zu befrachten. 

Bei den folgenden Betrachtungen lassen sich die 
Gebilde und ihre verschiedenen Verbindungen , vteil 
sie nicht mehr in einer Ebene liegen, nicht leicht durch 
Zeichnungen (Figuren) vorstellig machen; dieses ist aber 
auch nicht nöthig, weil durch zwcckmäfsige üenennun- 
gen das Festhalten der Zusammenstellungen der zu be- 
trachtenden Gebilde erleichtert wird. Ueberhaupt sind 
stereometrische Betrachtungen, meiner Meinung nach, 
nur dann richtig aufgefafst, wenn sie rein, ohne alle 
Versinnlichungsmittel/ nur durch die innere Vorstel- 
lungskraft angeschaut werden. Wenigstens ist dieses 
für die synlhclische Betrachtungsweise erforderlich, und 
vorzugsweise für Denjenigen, der darin erfinderisch zu 
Werke geben will; denn nur auf diesem Wege kann 
er seinen Gegenstand selbst gewahren lassen, kann er 
den ganzen Umfang der Eigenschaften einer Figuren- 
Verbindung in allen ihren einzelnen Fällen und nach 
allen ihren Grenzen hin leicht und richtig durchschauen, 
und alle diese Fälle zusammen als ein in einander 
fliefsendcs oder aus sich selber heraustretendes Ganzes 
erkennen. Wenn auch im Anfange diese freie Vorstel- * 
hmg einige Mfihe macht, so wird man doch bald eine 
gewisse Fertigkeit darin erlangen, und sich dann für 
die überstaudene Anstrengung hinlänglich entschädiget 
finden. Wer bemüht wäre durch andere Mittel diese 
Anstrengung zu umgehen, der dfirflc nicht wohl thnn, 
indem er das YorsteUungs vermögen, statt gesund, kräf- 
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tig und Icbensthätig zu machen, dasselbe vielmehr in 
dunkler, scliwerfälliger Auffassung erbalten ^Ürde. 

Da die folgenden BeUrachbingen mit denen im to- 
rigeo Kapitel grofse Uebereinstimmang Ittben, ja da 
sie grofsentheils durch die letzteren vorbereitet sind, 
oder sich auf dieselben stützen, so werde ich mich da- 
bei kOrser fassen cttirfen und nur ndUMg haben, die 
Entwickelung so weit tu verfolgen, bis sie auf frtihere 
Betrachlungen gebracht, oder bis die weitere Unter4i4- 
chong durch ein mit dem frühem ganx fibermurtimmili- 
des Ver&hren , zu E^de gefflhrt werden kann. - 

27. Nach der oben (§. 1, III.) gegebenen Erklä- 
rungbesteht ein Ebenenbüscbel aus der unzähligen 
Menge von Ebenen» welehe dnreh eine und dieselbe 
Gerade, Axe genannt, gehen. Die Axe euies solchen 
beliebigen Lbenenbüschcls soll durch i2I bezeichnet 
werden, und wenn von den Ebenen desselben einzelne 
namhaft gemacht werden sollen, so mögen aie 
y, df heifsen. 

I. Denkt man sich im Räume irgend einen Ebenen- 
büschel St. und irgend eine Gerade A und bezieht beide 
anf einander, so findet man: 

1) Dafs Hb Allgemeinen dnreh jeden Punkt der 'Ge- 
raden A eine Ebene des Ebeneubüschels ^ geht. 
Jeder Punkt und die durch ihn gehende Ebene 
sielen entsprechend heifisen, und zwar, sollen 

die den Punkten 6, c, b entsprechenden 

Ebenen nach der Reihe durch a, y, ö, be- 
zeichnet werden. Nor ane Ebene ist mit der 
Geraden A pardlel, oder geht nach ifarttu' anend- 
lich entfernten Punkte; sie heifse die Parallel- 
ebene {§. 2.). 

2) Insbesondere kami die Gerade A ia/eincl - solche 
Lage übei^ehen, dab sie die Axe V des Ebenen- 

7* 
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blltcliels flclmeidef» dmiii liegt sie in einer Ebene 
des lelztereo, und schneidet alle übrigen Ebenen 
Ib euMm und denuelben Puokte^ der nftmlich der 
V Duiditdinitt der Geraden A und 9( ist. Därnn- 
ter ist auch der besondere Fall nütbegriffen, wo 
die Gerade A der Axe ^ parallel, d. h., nach 
ihrem oneDdUch entlernten Punkte gerichtet ist. 
IL Denkt man sich mit dem EbenenbOsehel 9 zu- 
gleich irgend eine andere Ebene B, so finden zwischen 
ihnen folgende Beziehungen statt: 

1) Ihr gegenseitiger Diurchschnitt ist ein ebener 
SCrahlbfischel, d. h., die Dnrchscbnittslinien, in 
welchen alle Ebenen des Ebencnbüschels 31 die 
besondere Ebene ß schneiden, bilden zusammen 

/«inen Strahlbüschel Bin dieser Ebene, dessen Ifil* 
telpunkt der Durchschnitt der Ebene B und der 
Axe 21 ist. Die Strahlen, oder die Durchschnitts- 
linien» durch weiche die einzelnen Ebenen ß, 

rt gehen, sollen nach der Reihe durch 

a, b, c, d, bezeichnet werden, und jeder Sirahl 

und die durch ihn gehende Ebene sollen ent- 
sprechend heifsen. 

2) Die Ebene B kann insbesondere ihre Lage so 
▼ertlndem, dafs sie der Axe 5( parallel wird: 

, dann entfernt sich der Mittelpunkt des ebenen 
Strahibüschels B ins Unendliche, und alle Strah- 
len desselben werden parallel, nSmlich der Axe 
$1 parallel. Nähert sich in diesem Falle ferner 
die Ebene B der ihr parallelen Axe ^, bis sie 
eadlidi diese in sich janfoimuit, so wird sie 
mit irgend euier Ebene des Ebenenbfischels ^ 
zusammenfallen, und mit allen übrigen Ebenen 
die Axe 9( zum gemeinschaftlichen Dnrchchnitt 
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habeo, so dafs also der Sürahlbüschei B sich auf * 
diese Axe reduaurt 

3) £ndlidi kann die Ebene B auch eine soldie be- 
sondere I>af;e haben, dafs sie zu der Axe ^ senk- 
recht ist: dann werden durch die Winkel im 
Strablbüscbei Ii die Fittchenwinkei im EbenenbO- 
schel 8( dargeffellty d. h.» der Winkel, welchen 

• irgend zwei Strahlen des crstercn einscbliefsen, 
ist dem Fläch euwiokci der ihnen entsprechenden 
Ebenen gleich, so dafis alao z. B. Winkel (ab) 

« iaß), (ac) = iay), (bc) = (ßy) , WCOn 

nämlich der Winkel, den zwei Ebenen, etwa 
a, ß eioscblie£Bcn , durch (afi) bezeichnet wird. 

III. Hat man auf die Torttebende Art eine Gerade 

A(I.) oder einen ebenen Strahlbflschel B (II.) auf einen / 
Ebcuenbüschei ^ bezogen, so sullcn die jedesmaligen 
zwei Gebilde A und ^, oder B und 9( Mprojecti« ' 
Tisch" beiCien» nSmlich in Ansehung der entsprechenden 

Elementenpaare a und ir, tmiß, c und , oder m 

und a, b und ßy c und y, Befinden sich die Ge- 
bilde in solcher Lage, data die Punkte a, b, €» •••• 
oder die Strahlen a, b, c, in den ihnen entspre» 
chcuden Ebenen «, /3, y, liegen, wie bei vorste- 
henden Betrachtungen, so soll gesagt werden, sie seien 
• od^r sie liegen „perspectivisch,'* und wenn dieses 
nicht der Fall ist, so soll ihre Lage ^schief*' heifsen* 

IV. Der Ebeneubüschel ^ kann sich insbesondere 
so verändern, da£s seine Axe 91 sich ins Unendliche 

entfernt, so daCs alle Ebenen »f ßt ff desselboi 

unter sich parallel werden. Daher kann man umgekehrt 
Irgend ein System von Parallelebenen als einen Ebenen- 
büschel betrachten, dessen Axe unendlich entfernt ist» 
Bei einem solchen Ebenenbilschel ifiid ir§aid eint 
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schneidende Ebene B einen ebenen Strahlbüschel her- 
▼orbringcn (Ii.), de&sea Strahlen ebenfalls parallel siod, 

28. Die* Geraden cmd die cImmi Strahlbfiscbel» 
nelche mit einem und demselben EbeneiAflscIiel 91 
perspectivisch sind (§. 27.), haben unter eintoider fol- 
gend^ BeziehoDgen: 

Je zwei ebene SfraUbüschel B, Bi di^ in demsel- 
ben Ebcnenbüschel QI liegen, d.h., die entstehen, wenn 
letzterer von irgend zwei Ebenen B, B| gcschnilteu 
yrkdf sind in Betracht der Strablenpaare a und ai, b 

und bi, c umici, , die bezieblich in den Ebenen ^ 

a, ßj/t des Ebenenbüschels 51 liegen, projeclivisch, 

und zwar kann man sagen sie liegen perspectivisch* 
Denn wird die Dorchscknittslime .der beiden Ebenen 
B, Bi dnrcb A bezeicfanel, so werden, wie sidi aus 
der Anschauung ergiebt, alle Strablenpaare a und a^, 

b' toidbi, c und Ci, der Strahlbüschel B und B^ 

sich auf der Geraden A schneiden, and heiÜBen diese 

Durchschnittspunkte, wie gehörig, a, 6, c, , so sind 

einerseits B und A iu Ansehung der Elemente a, b, 

Cf nnd a, C, und andererseits Bi nnd A in 

Ansehung der Elemente at, bi, e,, und a, 6, c, 

projeclivisch (§. 2.), folglich sind auch B und Bj iu • 

Hinsicht der Elemente a, b, c, und ai, b|, C|, 

projectiviscb, und zwar, da die Durchschnitte der ent- 
. sprechenden Stliiblen auf einer Geraden, nümlich auf 
A, liegen, so soll ihre Lage, obgleich sie sich nicht 
in einer Ebene befinden, perspectivisch heifsen, 
dbd |ene Gerade A soll iiir perspectiviseher Dnrcli^ 
sehnitf'nnd' 8ib Ate 9 des Ebenenbascbels Ibre Pro- * 
.jiectionsaxe genannt werden. Wird also von zwei 
prbjectivischen ebenen Strablbüscheln, die in einer 
Bün^ perspecitivisch liegen, wie etwa B, Bi (Fig. 10.) 
der eine um den perspcctivischen Durchschnitt A her- 
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umbewegt, so bleiben die Strahlbüschel fortw&farend 
per sp ectivMch, imd Heseo^ sobald ue acbnichl nwbr ui 
doer Ebene befindco, in einem Eb — en büflcbel % wd» 

eher durch sie bestimmt wird. 

Wenn insbesondere die Ebenen Bi der A^^eSt 
des Ebenenbaschels in einem und demselben Piui&tü 
begegnen, so da(s also die ebenen Strablb&sdiel ß| 
concentrisch sind, so gebt auch der perspectivische 
Durchschiatt A darcb ihren gemeinscliaftlichen Mittel- 
punkt, und zwar sind in ihm (in A> zwei entspffechande 
Strahlen vereiniget. Und also auch umgekehrt: Wer- 
den zwei projectivische ebene Strablbüschel B, Bi be- 
liebig concentrisch gelegf; ohne daÜB sie in einer Ebene 
liegen, aber dafs zwei entsprediende Strahlen zosam- 
menfallsn, so sind sie perspectiviscb, nämlich sie liegen 
in einem und demselben Ebenenbüschel ^, der durch 
sie bestimmt wird, .und der gemeinsdialtliche Stndd 
ist als ihr ])er6pectii4Mdier Dorschschnitt amosehen. 

Nun folgt ferner^ dafs irgend ein ebener Strahl- 
bfischel B und irgend eine Gerade A (die nicht in der 
Ebene B liegt)» die m demselben Ebenenbüschel 91 üe* 

gen, in Ansehung der Elemente a, b, c, d, nnd 

. 0, b, c, t>, projectivisch sind. Denn denkt mau 

sieb irgend eine Ebene Bt durch A, so bringt me (im 
Ebetienbascfael 91) einen ebenmrStrahlbilscbelBi ber^oiv 
der, y\ie man sieht, mit A in Ansehung der Elemente 

aty bi, c, und a, b, c, projectiviscb ist, und 

da er, zufolge vorstehender Betrachtnng, äucb mit B 
projectiiriseh ist, so sind Mglich aneh'B «id A projoo* 
tivisch (§. 11, II.), wie behauptet worden. 

Daher sind ferner ]e zwei Gerade A, Ai, die in 
demselbeD Ebenenbüachei 91 liegen, in Ansehung des 

entsprechenden Pmftte a, 6, c, «nd Ut> hiy <i 

pro)ec(i?i8ch, Deim sie sind beide mit dem ebenen 
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S(rabH)Ü8chel R, mitbin aucb unter sich projecliviscb. 
Schn«ideii die Geraden A» At eioander, so eiad mm 
pertpecttviscb, nWmUk ikt ProfedioatpankC liegt 
der Axe des Ebenenbüscbels 9f, er ist der Durchscbnitt 
dieser Axe und der Ebene, in weicber alsdann die Ge« 
ndeii lie||m» 

Das Ergebnib der TOfttehettden Betraebfuogen be- 
steht also in folgenden EigeDschaften: 

L nJe zwei ebene Strahlbüschel B, Bj, die 
itt einem nnd demselben Ebenenbascbel 9t lie- 
gen, sind perepeetiyiseh, und zwar ist der 
Durchschnitt ihrer Ebenen ihr pcrspectivi- 
• eher Durchschnitt." Und umgekehrt: „Haben 
swei pro)eetiTisehe ebene Sirablbfisckel B^Bt 
einen perspeetivisehen Dnrehsebnitt A, d. h., ' 
sind sie perspcctivisch^ so liegen sie in einem 
Ebenenbaschei 81, der durch sie bestimmt 
wird, oder insbesondere in einer Ebene; wird 
ninlich der eine ttm A herumbewegt, so blei- 
ben sie stets in irgend einem Ebenenbüschel, 
«nd fallen endlich die Ebenen beider Strahi- 
bttsehel aufeinander, so Tereinigen sich alle 
Ebenen des Ebenenbüschels mit ihnen." „Lie> 
gen die Strahlbüschel B, Bi im Ebeucnbüschel 
H insbesondere eoncentrisch, so. sind im per- 
spectiTisehen Durchschnitt A, der dann durch 
den gemeinschaftlichen Mittelpunkt geht, zwei 
entsprechende Strahlen vereiniget; und um- 
gekehrt^ sind bei zwei pro|ectiTischen ebenen 
Strahlbflscheln B, Bi, die nicht In einerlei 
Ebene liegen, die Mittelpunkte und zwei ent- 
sprechende Strahlen vereiniget, so liegen sie 
in einem Ebenenbflschel S(, dessen Axe II na« 
tirlieberweise durch den gcueinaamen Uit- 
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telpunkt geht, und der gemeinschaftliche 
Strahl ist alt pfrspectivUehar JDuraktcliAiU 
dar Strablbftschel anstttahan.'' 

n. „JedeGerade A und jeder ebene Strahl- 
bfischel B, die in einem und demselben £ba- 
aanbftschei II liagan» sind profaetiviscb.^ 

III. ,,Je xwai Garada A, Ai, die in einem 
und demselben Ebenenbüschel liegen, siaii 
projactiviscb, und wenn sie sich sehiieideB^ a» 
sind sie perspactiTisch, und ihr Profaetiona^ 
puukt liegt in der AxeSI des Ebenenbüschels.'* 

In Hinsicht ähnlicher Geraden und in Hinsicht glei- 
aber ebener StraUbOscbei ünden insl>asaiidere folgende 
£i|^sdiaftan statt: 

IV. „Alle Geraden, die in demselben Ebe- 
nanbüschei % liegen und mit einer und der- 
selben Ebene deaselben parallel gehen» aind 
prejeetirisch ShnlieL*' Und umgekehrt: ^Alte 
Geraden, die in demselben Eben enb üschel lie- 
gen und ähnlich sind, sind mit einer und der- 
aalben Ebene desselben parallel.** Denn da 
}ede Ebene das Ebenenbüschels darch entsprachaiide 
Punkte der Geraden geht, so werden, da die Geraden 
mit derselben Ebene parallel sind, ihre unendlich ent- 
fernten Punkte sich entsprechen (§• 27, I.>> und ddier 
tolgt ihre Aehnlichkeit (§. 13, I, a.). Wenn insbeson- 
dere der Ebenenbüschel ^ aus Parallelebencn besteht, 
wenn s^e Axe unendlich entferntist (§.27, IV.), so sind 
aHe Geraden, die hi einem solchen Ebenenbfischel liegen, 
pr o) ectivisch ähnlich, und diejenigen Geraden, die 
unter gleichen Winkeln zu den Ebenen geneigt sind, 
sind proj ectivisch gleich. 

V. „Ebene Stfablbftasbel» die in damaalbea 
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EbenenbUftchel liegeOi sind projectivisch äiin- 
Hell» wenn entweder 

1) ihre Ebenen parallel sind» oder 

2) wenn diejenige Ebene, welche den durch 
die Ebenen der Strahlbüschei gebildeten 
Fliebenwinkel httlftet, xn der Axe H dee 
EbenenbllflebelB senkrecbt Ist; 

und auch umgekehrt." Die Wahrheit dieses Satzes 
kt leicht zu erweisen, nämlich im ersten Falle (1.) 
HDd efleabar feswei entspreehende Strahlen der Strahl* 
bOschel parallel, und folglich je zwei ctatsprechende 
Winkel gleich, u. s. w. 

29. Da ^e Fliebenwinkel des EbenenbOscbels 91 
durch irgend einen ebenen Strahlbüschei Bf, dessenrEbene 
XU der Axe 91 desselben senkrecht ist, dargestellt wer- 
den (§. 27, Uy 3.)) imd da dieser Strahlbüschel ßi mit 
jeden anderen Strahlbüschei oder »it Jeder Gera- 
den A, ^ in dem Ebenenbüschel M liegt, projocti- 
▼isch ist (§. 28.), so hat man zwischen irgend viermal 
drei entsprechenden Elementen der drei projeclivischen 
Gebilde 91, B, A, etwa( zwischen ß, ^; a, b, c, d; 
0, 5, c, b folgende Bedingungen (§. 4 und §. 10.): 

sin («;') sin («(5) sin(ac) sin (ad) ac ab 

ii^Ö^y) ' 55 (^1) 55(b^ 55(bd) ' bS* 

sin(«/?) sin («(5) sin (ab) sin (ad) o5 nt) 
sia(y/?) ' sin (;'^) £m(cb) ' fiiii(cd) cb * Cb' 

sin {aß) sin(ay) sinfab) 8in(aG) ftb ac 
%\VL{öß) ' siu(dy) sin(db) * sin (de) bb ' bc' 

Und ungekehrt: 

IL „Sind die Elemente zweier Cebilde 9( 
, und B, oder 91 und A, so einander entspre- 
s ebend angemonmen, da£t swiscben je Tier £1&> 
mentenpaaren (bei gleicher Aufeinanderfolge 
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der Elemente iu den jedesmaligen zwoi Ge- 
bilden (§. 6» y,),odeT (§. 10.)) gleiche Doppel* 
▼erbttllnisse statt finden, wie die vorstehen- 
den, 80 sind die Gebilde projectivisch." * 
Daher folgt ferner. 

III. „D«(a das ganze System der entspre- 
chenden Elementenpaare zweier projectivi- 

schen Gebilde ^ und oder ^1 und B bestimmt 
sei, sobald drei Paare gegeben sind (§. 6, a.); 
nnd da£s, um eine projectivische Bexiehung 
zwischen den Gebilden zu bestimmen, 4rei 
entsprechende Elementenpaare beliebig ge- 
wählt werden dürfen (§. 6, ß.y 

Sollen, wenn bei 9 und B, oder bei 9t und A drei 
Paar entsprechende Elemente gegeben sind, andere ent- 
sprechende Elemeute gefunden werden, so ist die Auf- 
gabe leicht auf die obige (§. 6.) oder (§. 24, III.) zu- 
rückzuführen. Denn welche gegenseitige Lage die Ge« 
bilde auch haben mögen, so darf man nur einen ebenen 
Strahlbüschel oder eine Gerade A| annehmen, die 
mit dem Ebenenbüschel perspectimch sind, und so- 
fort zwischen Bi oder Ai und den gegebenen Gebildksn 
B oder A die entsprechende Aufgabe löfcn. 

IV. „Liegen zwei proje cti vische Gebilde(2( 
und B, oder 91 und A so, dafs irgend drei Paar 
entsprechende Elemente zusammentreffen, d.h., 
dafs drei Strahlen von B, oder drei Punkte 
Toi^ A in den ihnen entsprechenden drei Ebe- 
nen von 9i liegen, so liegen die jedesmaligen 
zwei Gebilde perspectirisch (§. 27.), so dafs 
je zwei entsprechende Elemente zusammen- 
treffen," 

V. „Befinden sieh swel T. „Befindea sich swei 
projeetivlsche Oehilde 0 pToieetlTlsehe €«hilde M 
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nad A Itt beliebiger «etile» «adB Im sebieferLage, und 
fer Lage, treffen eniwe- liegt der Hittelpoakt B im 
der iwei, oder eis, oder der Axe % to feile« entwe* 
keia Peer entspreebeade der swel, oder eia, oder 
Eleaieate dereelbea ineani- keia Peer eatepreekeade 
Mea, almlieh gerade e«^ Elemeate dereelbea aafei»- 
wie bei deaGebildea Baad aader, aloilieb gerade ae^ 
A (S* IC, IV.), oder wie bei wie bei swei projeetivl» 
«wel aafeinander gelegten scben ebeaea 8trablbft> 

. projeetivischcD Geraden A, schein B« B4, die in eiaer 
Af (§. 16) II )/' Denn denkt Ebene concentriacb liegen 
man sich mit der gegebenen Ge- (§*16, II.)-** Denn denkt aan 
raden A eine andere Gerade A| sich in der £b<>uc des gegebenen 

" rereiniget, die mit dem Ebenen- StrahlbüschelsBemeaanderenB,, 
buscbel m perspedivisch ist, so ^velrher mit ihm concentriscb oimI 
aind A und A| projectivisch, mit 2( perspectivisch ist, ao aind 
woraus sofort die Richtigkeit der B und B, projectivisch , woraoe 
Aussage folgt. Die vei-einigten sofort die genannten Eigensrhaf- 
entsprecliendou Elemeiilenpaarc ten folgen. Die vereinigten ent- 
der Gebilde 21 , A ^Verden dem- sprechenden Eh-mentenpaarc der 
zufolge nach 17.) gefunden. Gebilde B werden demzufolge 

nadi 17.) gefunden. 

Mit Kücksicht auf (§. 8.) und (§. 12, IL) folgt ins- 
besondere ferner (§. 28» 1, II» UL): 

"VI. „Schncidcu irgend vier Ebenen des 
EbenenbÜshels *2I, etwa die Ebenen a, fi,y, ö, ent- 
weder irgend eine Gerade A in vier barmoni- 
scben Punkten a, 6, c, oder irgend eineEbene 
B in vier harmonischen Strahlen a, h, c, d, so 
scbneiden sie auch jede andere Gerade Ai in 
Tier barmoniscben Pnnkten üif iu Ci, bi, und 
|ede andere Ebene B} in vier barmoniscben 
Strahlen Si, bi, dr'* 

Unter diesen Umständen sollen die vier Ebenen 
«, fif ^lybarmonisebe Ebenen** beiÜBen» ond xwar 
sollen auf dieselbe Weise vrie bei bannonischen Punk- 
ten und harmonischen Slrahlen (§• 8^ L), )e zwei nicht 
nacheinander folgende Kimen ^zugeordnete bar- 
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monische Ebenen'' beifsen. Alsdann lassen sich fast 
alle Eigenscbaflen, die daselbst (§. 8.) von vier barmo- 
nischen Sirablen entwickelt wurden , wörtlich auf vier 
luinnonische Ebenen er, y, 8 fibertragen« Femer sind - 

die letzten ääUe in (§. 12, II.) zu übertragen, näuilicb 
wie folgt: 

Yll. yySind in einem Ebenenbüschei vier 
harmonische Ebenen» und in einer Geraden A 

vier barnioniscbe Punkte, oder in einem ebe- 
nen Strahlbüschel B vier harmonische Strah- 
len gegeben, so tind die Gebilde 81 nnd A, oder 
$1 nnd B in Ansehung der gegebenen Elemente, 
auf acht verschiedene Arten projectiviscb, 
nämlich man kann jedes Paar zugeordnete har- 
monische Elemente des einen Gebildes, so» 
wohl als dem einen oder dem anderen Paar 
zugeordneten harmonischen Elementen des 
anderen Gebildes entsprechend annehmen/ 
Es folgt weiter: 

VIII. „Werden drei Ebft- VIII. „Gehen durch drei 
Ben («,/?, y) eines Ebenen- «ici^cbcnc.Punkle a,b. C einer 
buscheis 9( durch irgend Geraden A drei Ebenen 
eine Gerade A , oder d urch («, /t?, y) eines Ebenenbu- 
irgend eine Ebene B ge- schels % oder drei Strali- 
schnitten, so ist der Ort len (a, b, c) eines ebenen 
desj enigen Punktes b oder S trahlbüschcls B, so geht 
Strahles d, der zu den die zu den drei Ebenen ge* 
drei Dorchschnittspunicten hörige Tierle harmonisch« 
(.a,f», 0 oder Durchschnitt»- Ebene ^, «d^r der za dem • 
•trahlen (a, h, c), der ylerU drei Strahles gehörige 
harmoaiache Pnnkt oder vierte harmoaisehe Strahl 
Strahl ist, eine bestimmte d, durch einen bestlmmtea 
vierte Ebene $ des Ebenes- vierten Pnnkt ^ der Gen^ 
büechele 9, nimlich die den A, nlmlich dnrch den 
vierte harmonisehe Ebene Tierten harmonischen' 
sa den drei gegebeaeaEho- Paalrt sn den drei ge gebe» 
aea." aea Panhtea.* 
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Aus diesen lefzlerea Sälzea, verbimdca mit (§.20, . 
IV«), folgt ferner: 

IX „Sind tt,ß,y irgend drei IX. „Sind a,B,< irgend drei 
Ebenen eines Ebenenbü- Punkte einer Geraden A, 
schels ^. und man nimmt und man legt durch den ei- 
in der einen, etwa in /?, ir- nen, etua durch b, irgend 
gcnd einen Punkt 6 an, zieht eine Ebene ß, nimmt in die- 
aus ilim zwei beliebigeGe- ser zwei beliebige Gerade 
rade A, A| , die den zwei Sl, Ü(, an, die mit den zwei 
fibrigen Ebenen a, y in den fibrigen Punkten ( die 
Pnnktenptaren a und c, ttj Ebenenp^are a und y, und 
und C| begegnen werden, bestimmen, nnd legt 
Qttd verbindet diese Pank- dnreli die swei Dnreli- 
«tenpaare weehselseitig scbnittslinien, in de.nen 
dareb Gerade Cac«, (Ai), so' diese Ebenenpaare sieh 
ist der Ort des Durch- wechselseitig C^Vt^ y^t) 
Schnitts b der letsteren ei- schneiden^ eine Ebene, so 
ne bestimmte Tierte Ebene geht diese stets durch ei> 
d des Ebenenbftschels, die nen bestimmten yierten 
nimlich su jenen drei Ebe* Punkt b der Geraden A, der 
nen die vierte, und zwar an e, 6, C der vierte, nnd 
der ß zugeordnete, harmo* swar dem f> zugeordnete, 
nisehe Ebene ist.** harmoniaehe Punkt inC* 

Aus diesea Sätzen folgert man nach Carnot 
welter: 

X „Haben irgend zwei X. „Haben irgend iwei 
dreiseitige Pyramiden hd dreiseitige Pyramiden ßa 

Üfii ^CC, C2, einen gemein- «,«2» ß'/'/i/a eine gemein- 
schaftlichen KSrperwinkel schaftliche Grundfläche/:?, 
fi, SO finden s wischen ihren so, finden awisehen ihren 
^ ihrigen Elementen fol- übrigen Elementen folgen- 
^ende Vmstinde statt: hei- de UmstSnde statt: heifsen 
fsen die Ebenen, in die Spitsen dar Pyramiden 
denen die Grnndfliehen a, c, heifst die dnrch diese 
eAiftgt CCfCg liegen, y, Spitzen gehende Gerade A, 
hisifst der durch diese he- nnd der Punkt} in welchem ' 
stimmte Ehenenbflschel % diese der Ebene derGrund- 
nnd die dnrch die Spitsei^ fliehe ß begegnet I, so go- 
gehende Ebene des letsto- hen die drei Ebenen, weU 
ren 80 werden dielhireh» che in den drei vierfl&ehli. . 
schnittspankte der Diago- gen K8rpe.rwinkeln «»,^1, 



Digitized by Google 



I 



30* EbcnoiblUdid unter 11 i 

n»l«a d«r drei Vierecke ttu^yyg^ Ut^tf^yt darch di«- 

Oa,CC,, aa^CC.;, a, Agft Cst die jenigen gegenüber stebeii* 
eich in djea Seitenebenen den Kanten gelegt werden, 
des KOrperwinkels b be« in denen die nngleichnami» 
, find en, in einer TiertenEbe- gen Ebenen (jt^ /i, md 
ne <) des Ebene nbüscb eis S( a.T'g und «gT'; <*t« ™^ ''gf ft) 
lic«;en, und z>var sind /?, sich schneiden, durch et- 
y, fV vier harraonischc Ebe- nen vierten Punkt b der 
nen und es sind a und , ß Geraden A, und zwar sind 
und d einander sageord- a, c, b vier harmonische 
nel." Punkte.'* 

- Wehere Folgerungen, deren hiw noch viele mdg- 
lidi sind, werden gegenwärtig übergangen; im zweiten 
Hefte werden einige davon, bei Gelegenheit zw^ck- 
müTsiger Anwendung» nachgeholt werden. 

r 

Ebenenbüsch el^ unter sich« 

90. Biaber befuid sidi unter den Gebilden, dfo 

betrachtet wurden, nur ein einziger Ebenenbüschel, 
nun aber sollen mehrere zugleich berücksichtigt wer-; 
den, und swar sollen sie, auf äbnüche Weite wie 
frfiber die anderen Gebilde , aufeinander belogen und 
die aus dieser Beziehung entspringenden Eigenschaf« 
ten untersucht werden. 

2wei Ebenenbüschel die entweder nüt ei« 

Der und derselben Geraden A, oder mit einem* und 
demselben ebenen Strahlbüschel B pro)ectivisch sind 
(§. 27, IlL), sollen auch unter sich ,,pro)ectiviflch" 
lielfsen. 

Zufolge dieser Erklärung, mit Bezug auf die obi- 
gen Sülze (^. 29.)y finden zwischen den entsprechenden 
Elementen projectivischer Ebenenbüschel nachstehende 
' Gesetse statt. 

I. Je vier entsprechende Ebenenpaare zweier pro- 
jectivißcher Ebenenbüschd Sd, etwa die Ebenen 
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ß,f,9uaä au ßu Yu «rfÄilen falgend« Badin» 

gnngen (§. 29, I.): 

sin(«;') 8in(«J) sin (ffi y i) 8in(«i^) 

sin («,5') Fin (aS) ßiii(rfi^^i) Finfr^i^Tj) 

m(rß) ' »in (r^ «in (/i /^i) ' iSTö^)' 
8in(r</^ B\n(ay) _ sin , /^ i) sin (fr i 
810 (J^ ' 6iQ(()» ~ fiin (<)'i/?i) * 6ia(di/i)' 
IL Und angekehrC: 

„Sind die Ebenen ' zweier Ebenenbfischel 
9(, % so einander entsprechend ang cnumiueD, 
. daf8 zwiscbcD )e vier Paaren gleiche Doppel- 
▼erbsllnisse. statt finden, wie die Torsteheii- 
den, wobei die A ufoiiidcrf olgc der Ebenen in 
beiden EbeuenbUschein nothweudiger Weise 
Abereiastinaiend sein mufs (§«10.)^ so sind die 
Ebenenbflschel pro|ectiviscb.'* 

III. Ferner folgt: 

,»Das ganze Sjsteju der entsprechenden 
Ebenenpaare zweier projectiviscber Ebenen- 
bOscbel ist bestimmt, wenn irgend drei Paare 
gegeben sind (§. 29, IIL); und will man zwei 
Ebencnbttschcl aufeinander pro|ectivi8ch be- 
ziehen» so können drei Paar entsprechende 
Ebenen beliebig angenommen werden." 

IV. „Bei zwei proj ecti vischen Ebencnbü- 
schein 3(, entsprechen vier harmonischeil 
Ebenen des einen auch vier harmonische Ebe- 
nen des anderen Ebencnbüschcls (§. 29, IV.).*' 

V. Es folgt weiter (§. 1 1» Ii.) : 

,»Dafs wenn von mehreren Gebilden^ Gch 
rede, ebene Strahlbfischel and Ebenenba« 
schein — in irgend einer Ordnung geuommen, 
derHeihe nach jedes mit dem darauffolgenden 

priH 
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projeeiiTitcli ist, so itl jedes mit ledea pro« 
feetWiseb;'' 

VI. Da man die Flächenwinkel zweier projeclivi- 
scbeii EbcncDbüschcI durch zwei ebeue Strahl- 

bascfael B, fit darstellen kann (§• 37| II. Sb), und da 
letalere vnter projectivisch sind (§. IV.)» weil sie 
es mit jeucn, und jeue unter sich es sind^ so folgt fer« 
Der (§. 9, IL): 

„In swei projeetiviselien Ebenenbflscheln 
5(, % befinden sich, im Allgemeinen, nur zwei 
entsprechende rechte Jflächcnwinkel (<TT),((riTi).** 

Diese Ebeneopaare <r und «Ti, r nnd ti baben fenie'' 
die naebstebende EigenthOmUchkeit (§.12, L): 

tg (f<a) . lg (aiTi) = tg (ßa) . tg (/^itO, und 
t g (« r) . t g («i (Ti) = t g (ßr) .i^(Jii aO ; 
das beiist: ^Bei zwei projeotiviscben Ebenenbfi- 
schein 91, ist das Produkt aas den Tangen- 
ten der Winkel, welche irgend zwei entsprc-- 
chende Ebenen (a und »i, oder ß und ßi) mit den 
nngleiehnamigen Seitenflächen (mit a und fi, 
oder <F| und r) der entsprechenden rechten FlS- 
chcnwiukel einschliersen^ von unveränderli" 
chem Werth.'* 

31. In Ifinsicbt der gegenseitigen Li^e zweier pro- 





■n 




ml 



Umstände statt, wie bei den früher betrachteten Gebil- 
den, nftadicb folgende. 

L ^ei projecdvisdie Ebenenbfisehel sollen, oder 
ihre Lage soll „perspectivisch" heifsen, wenn die 
IHircbschnitlslinieu der entsprechenden Ebeneupaare ei- 
nen dbtnen Strahlbüschel bilden. Um sichTon derMög-^ 
liefakeit dieser Lage tu Ubersengen, denke man sicb^ 
einen beliebigen ebenen Strahlbüschcl B, lege durch 
dessen Mittelpunkt B irgend zwei Gerade % 9k (die 

8 
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nicht ia d^r Ebene B liegtu}» so sii^d. die £b«oeiiiKI^ 
Bchel 9(, 8(1, in Ansehung der Ebenenpure, vtekke 
jdentelbeii Stahl dm SfraMbOacheb B «eben, 
projectivisdi (§. 30.) * und ier Erklärung gemät^ li^en 
fie perspQCtivisch. 

,{!einer mM dßt StrabilMIfcbel oder «kaien Ebene 
B, der »p erspectiyische Diircbsebnitt'' der £be- 
nenbüschei heifsen. Insbesondere kann der 

^trnj^^MI»<I^I. eo^ eineai Sjiteof von Pendieterahlen 
lietldi^« . nnd dann aind anch die Axen tt, 0| den- 
selben, also auch der Ebene B, parallel. 

Als ein wesentlicher UwsUnd bei der perspeclivi- 
acben Lage ist noch der s|i bemerken» data oOenber 
swei entsprechende Ebenen, etwa a, 61, aof einander 
fallen (§. 9, II.), nämlich iii derjenigen Ebene, in wel- 
cher die beiden Axep ^, der Ebenenbüschel liegen. 
fiieser.Umaiand dient ungekciiit ala Merkmal» oder ab 
Bedingung für die perspe^tiyiaGhe La^ der beiden 
Ebenenbüßchcl; nämlich man erkennt diese Lage vor«- 
l||(ii|lii^ ßxi ifdgeadeo zwei Merkmalen: . 
. .„IKapyfp.pr-Qj^Bctivische EjienenbülBebel %th 
liegen allemal perspectivlsch, wenn entweder: 
1} irgend zwei entsprechende £b6uen< Sy.St 

AuXeindnd^r fallen, oder «renn 
9) 4ie}drei:l>.iirebachn4ttaUnien vom irKen4 
drei entsprechenden Ebenenpaai eu in eir 
ner und derselben Ebeüe liegen.** 
JDie Ritfiiigkeit diosctr Anasagtvn ißt, imäk Hülfe 
kthmm SStne leMt sn erweisen. Denn im enteil 
Falle (I.) liegen die Axen ^1 in der den Ebenen- 
büscheln gemeinschaftlichen Ebene €£1, und müssen 
iil||i<di Dinaodair in iifeiid ainem Pmritfe B aahneideni 
Oihr. inabesondere parallel aein. Daher rnnb. ferner 
der D^irchscbiiiU je zweier enlfpreebenden jEJ)e&en durch 
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4m PoBki B «eken, wail oICe&bif JMdtfEbiiiai.diMjh 

denselben gehen. Legt kntn nnn durch awei solche 
DarcfaschDitte, etwa durch SL,h, d.h., durch dieDorcb- 
aohnitte der entsprachenden £beD«Dpaere 'amMitti'^ fi 
ftt^ eine Ebeae B, so mtd dieee der EMie üi te lal^ 
nem beslimmfen Sirahl eci begegnen und die Ebenen- 
büMshel M, Qli in zwei Strahlbüschela B,Bi schneiden, 
«relehe profeetivisoh eind, und zwar, da eie die dra 
Strahlen a, eei, als tich salbet entapreehende Strai» 
len, gemein haben, projectivisch gleich sind und sich 
decken, so dafs folglich alle übrigen DurohschniUe ent- 
sprechender Ebenenpaare in der genannten Eke^H B 
liegen. Sind insbeseodere die Aten Qf, % parallel, so 
ist auch die Ebene B mit ihnen parallel. Im andern 
Falle (2.) moTs die Ebene, in welcher die drei Dorcli- 
selMiitUllnien liegen, die. Ebenoibfiaehel 91% In swd 
ebenen Strahlbfischeln B, B, schneiden, die projecti- 
Tisch gleich sind und sich decken, weil sie die drei 
genannten Strahlen gemdn liabeB nnd dorek dieseUbe^ * 
bestiaant werden, worans denn* folgt, dafii die Dorcii- 
Schnittslinie von je zwei entsprechenden Ebenen in 
jene Ebene BBi fallen mufs. 

Sind insbesondere die Ebenenbillsehel II, Sit gleich, 
d. h., sind je zwei entsprediende FlSebenwiiskel der- 
selben einander gleich, so giebt sich diese Ei^^enscbaft 
bei der perspectivischen Lage der Gebilde durch fol* 
gande Umstünde iiund, iAnilieh entweder: 

a) hllflet der perspeetivisdie Dorekschnitt B den von 
den Axen S(, eingeschlossenen Winkel und 
steht auf dessen Ebene senkrecht, oder . • 

Ii) ist der perspestiTisohe Dondischnitt B unandlich 
weit entfernt, so dafs )e zwei entsprechende Cke^ , 
nen der Ebenenbüsdiel parallel sind, l^^-' " 
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und umgekehrt, durch jeden dieser TJinslände ist die 
Okidiheit der Ebeneobfiaeliel bedingt. Sind im ertteo 
Hi^ (a) imibesondere dw Axen If , % parallel , to Ue- 
gen sie auf eutgegengesefztcn Seiten des perspectiyi- 
achcn Diird»duiUt& B uud aind gleich weit voa ihm 
anlisriil» 

II. Ist die' Lage der Ebenofibfisdiel Dicht 
perspectivisch (I.)» so soll sie ,,schief^ bcifseii. Zwei 
yrofectivische Ebcnenbüschel 91» -Sit befinden sich alle- 
mal in schiefer Lage, wenn entweder (f.): 

1) ihre Axen 51, 9(| nicht in einer Kbene liegen, oder 
- 2) wenn drei Durchschnittsiiniefi von irgend drei 
d^precbenden Ebenenpaaren nicht in einer Ebene 
liegen, iider 

3) wenn ihre Axen in einer Ebene liegen, in der 
aber nicht zwei entsprechende Ebenen (£, €|) ver- 
einige! sind* • 
Im Allgemeinen sind bei der schiefen Lage 
projectivischen Ebenonbüschel 5(, folgende zwei 
HanptföUe zu unterscheiden, nämlich entweder liegen 
ihre Aien 9, Si 

a) in ehier Ebene, oder 

b) nicht in einer Ebene. 

Im Falle (a) müssen nothweodiger Weise die Axen 
tidi in einem Punkte schneiden , der D hei£Ben mag, 
nnd da jede Ebene darcb denselben geht, so geht 
folglich auch die Durchschnittslinie von je zwei ent-« 
sprechenden Ebenen durch denselben. Insbesondere 
iAnnsn die Äsen sammt den genannten Dhrcbschnitts- 
linien parallel sein. - 

Im Falle (b) gehen die Durchschniltslinieu der 
snlsprecbettden Ebenenpaare ni^t ' mehr dmroh ei- 
nen und densdben Punkt, wohl aber sebneidel fede 
die beiden Axen ^, ^i, und alle sind einem gemein- 
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saihen Gesetze iinterwurfeD, welcbe« im drttUmJüijpitel 
näher untersucht werdeo soll. * , ' 

Die Aufgabe: »»VVenn bei zwei gcbiefliegea* 
dcD projecfivischen Ebenenbüschein drei Paar 
eiitsprecheudc Ebeueu gegeben sind, andere 
entsprechende Ebenenpaare zu finden,, oder 
mit anderen Worten, die Ebenenbüscbel schief 
aufeinander zu projicireu;" ist in beiden Fällen 
(a, b) leicht zii losen, nämlich dadurch, dafs man Ge^ 
rade oder ebene Strablbfiscbel zu Hülfe ninunt and 
sofort auf ahnliche Weise TerfUhrt, wie in (§. 24, III.). 
Im Falle (a) bedarf man nur einer einzigen Geraden 
als Uülfslinie, die nämlich drei Durchschnittslinien von 
irgend drei entqprechenden Ebenenpaaren schneidet 
(§. 51.). 

Ferner ist die Aufgabe: „Zwei schiefliegende 
pro)ectiyische Ebenenbüschel in pcrspectiTi^ 
sehe Lage zu bringen;** zufolge der mit der per- 
spectivischen Lage verbundenen Umstände (I.) leicht 

zu lösen. 

IIL Zwei projectiTische Ebenenbüscbel können 
endlich auch so Kegen, daCs man ihre Lage sowohl für 

perspectivisch als schief halten kann, wenn näm* 
. lieh ihre Axen zusammenfallen (vergl. §. 16.). In die- 
eem Falle finden ganz ähnliche Umstftnde statt» wie 
bei zwei aufemander gelegten projecttvisdien- Geradeiv 
oder bei zwei in einer Ebene liegenden concentiischen 
projectivischen ebenen Strahlbüsdieln (§. 16, III.); denn 
echneidet man z. B. die gegebenen Ebenenbüschel 9b 
9, mit irgend einer Ebene» so entstehen zwei ehenn 
Strahlbüscbel B, Bi, welche die angegebenen Bedin- ' 
gungen erfüllen. Daher werden bei den Ebenenbü- 
schein 31 9 Sil im Allgemeinen zwei Paar entsprechende 
Ebenen aufeinander fallen, u. s. w. Und dahcjr wii4 
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liliii diese vereinigten entoprecheuden Ebenenpaare nai^ 

$Stie nod Porismen durch ZasaminenstellaDg projec- 

ÜTUcber Gebilde. 

32. Durch die bisherigen Betrachtungen siud die 
Fundameiitalsätze über pro)ectivisdie Gerade, ebene 
Strahlbfischel und Ebenenbfischel im Räume entwickelt 
nvorden. Die weitere Betrachtung könnte sich nun mit 
y.erschiedenen Verbindungen und Zusammenstellungen 
de|? genannten Gebilde beschfifügen» wobei die. gefun* 
denen Sätze, durch Wiederholung und Verbindung, zu 
zusammengesetzteren Sätzen führen würden, auf ähn- 
liche Weise wie im ersten Kapitel von (§. 19.) bis za 
Eijide« Allein ich werde mich hier nur auf einige we- 
nige Verbindungen beschränken, und am Schlüsse ia 
zwei Anmerkungen zwei lUihen von leicht auszufüh- 
tpkie^ Betrachtungen kurz "andeuten. 

Den obigen, in (§. 22.) aufgestellten, Sätzen ent- 
sjprechen hier folgende, vgn deren Richtigkeit man sich 
if^e^9f, vorhergehender erwiesener Eigenschaften leicht 

I.' ,^Wenn ton n Geraden I. „Wenn von n Ebenen« 
Ai4i» AtM-^-An-i, die durc)^ bascheln $(«.$f|,,St8,-.... ^n.t 
denselben Punkt gehen deren Axen in dersolben 
(Mb^r sonst beliebig liegen); Eben« ' liegen, der Reihe 
der' Reihe nach jede mtt nach jeder mtl dem daraaf 
4^r darauf folge ndein pro* folgenden pLrojc^ctiviscb ist, 
jectivisch ist, und mit ihr und mit ihm perspectlTisch 
perspectiyis ch liegt, so liegt, so siud je zwei pro- 
sind )e zwei projectivisch jectivisch und liej^en pcr> 
iMidiUegf A per«peeiiTi4ich.'* <»f ei>tiyj4cb^^ 

• 'IL hWoiiIi 4i^i projectivi" U^^fW.enn.di« Axen dreier 
Mhe 6er«d^A|A|9 Aft durch projectlrischen Ehenenbfi- 
aenselhen Pnnkt gehen, «chel i{, $(|, ^ in einer 
tUd weam di^rid drei en^ Bh'^ite ll«geii; ondWenttili 

N 
« 

* 
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gprcchende Punkte (e, 6], fs) dieser drei entsprechende 
.vereiniget sind, so dafs je Ebenen *|, rerciniget 
zwei Gerade perspeclivisch sind, so dafs je zwei Ebe- 
liegen, so liegen die drei nenbQscIiel persp e ctivisch 
Projectionspunkte(B,BpB2) liegen, so schneiden sich 
die ilinen, paarweise ge- die drei pcrspectiTiscLea 
nommen, zugeliorcn, in ei- Durc Ii schnitte (B, B,, Bg), 
ner Goraden 21* oder so die ihnen zugeJjören, in ei- 
sind sie mit einem bestimm- ner Geraden A, oder so 
ten Ebenenbüsehel St per- sind sie zugleich mit einer 
sp^ctitisch (§.27,111.), d.h., bestimmten Geraden Apev* 

die £)>eneii a^ß , wel- epeciWiseli (§. 27, III.), d. h, 

che durch je drei entspre^ die Punkte a, in 
eheade Panicte ai, h, welchen je drei entepr^ 
Ii, ^gr»«*>* der Gbvfideil fte> dl ende £henen «, 0|, o^; ^, 

stimmt werden, bilden ei» ßt» ßgi der Ebenenhft- 

nen Ebenenbflf chel 9LV tchel sieb schneiden» liegen 

in einer Crersden A.'* 

III. „Wenn vier projecti- III. „Wenn vier projecti- 
vischc Gerade A, A,, Ag» Aj Tische Ebenenbüschel 
»ich in einemPunkte schnei- Sta, deren Axen in ei- 

den. und wenn alle unter ner Ebene liegen, unter 
«einander perspeclivisch einander perspeclivisch 
sind, so liegen von den ih- sind, so schneiden sich von 
nen zugehörigen sechs den ihnen zugehörigen sechs 
Pro j e etioaspunkten yier perspectivisckeu Durch- 
inal drei in einer Geraden, schnitten viermal drei in 
und folglich liegen alle einer Geraden, und folg- 
sechs in einer Ebene, und lieh aehneiden sich Mt 
folglich liegen vier ent- sechs in einemPunkte, und 
sprechende Punkte, etwa fo]|;lich sckneiden sich Ti«r 
b,f>iii>.i,f>it in dieser ISbene.'* entsprechende Ebenen, et» 

wa ß^,ß^,ß,, in 

Pnnkte»** 

lY. „Bewegen si^nPunk- V. „Drehen sich nEhenen 

te a, tti , a^, ..... an— 1 nach «, «j, «n— i nach der 

der Reihe in n beliebigen Reihe um nhelieblge feste 

festen Geraden A, A,,A„, Gerade 5i, 2(,, ?in-t, 

An— I, die durch denselben die in einer Ebene licgeo, 
Punkt gehen, und drehen und bewegen sich die n— 1 
sich die n — 1 Geraden (a,a,, Durchschnittslinien (a, a|, 

Sf an— i), welche durch an— 2) der Ebenen- 

die Panktenpaare aa,, aitts» paare » und a|,cC| unda«,..... 
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•••••i»-gaB^i geben, ntek «n^f waän^if naek der 
der Reibe «m n— 1 feste Reihe in n— 1 festen Ebe- 

Pnnlrte (B,B„ B B«-f), nen (B, B„ B,,.....B«-,), so 

drebt lick die G«rede bewegt eicb die Dnreb- 
dnrcb |e swei jener Pnnbte echnittelinie Ton j« twel 

(ii ti» ) nm einen fe- jener Ebenen (a, «g, y 

•ten PnnlcC* in einer fesien Ebene.** 

Das obige PorisBia desPappns (§.22.} ist als be-. 
•OBderer Fall in dem TorsteheiideD Satze (IV« Uoks) eBt« 

liaUcn, nämlich es enthält die Einschränkung, dafs die 

gegebenen Geraden A» Am^i in einer Ebene 

liegen. 

Es möge hier, als Beispiel, nocb folgende Auf- 
gabe Plafz finden, welche die obige (§.25.) alfi beson- 
dem Fall in sich schlielst. 

Y. »Wenn im Räume irgend n Gerade A, 

Ai, A], A11-.1 gegeben sind, die ein schiefes 

n Eck (oder n Seit) bilden (d. h., jede schnei- 
det die darauf folgende und die letite die er- 
ste), und wenn in jeder Ebejae die durch zwei 
aufeinander folgende Gerade bestimmt wird, 
irgend ein Punkt gegeben ist, also im Ganzen 
ti Punkte (B« Bu B,, B^i), so soll ein ande- 
res (schiefes) n Eck beschrieben werden, des« 
senSeiten nach der Reihe durch diese Punkte 
gehen, und dessen Ecken nach der Aeihe in 
)enen Geraden liegeji. 

Die Auflösung dieser Aufgabe ist der obigen (§.25.) 
ähnlich, so dafs jeder sie ohne Schwierigkeit wird aus-, 
führen können. Ich will nur bemerken, dais die ge- 
genwärtige Aufgabe, im Allgemeinen, zwei AuflOsnn» 
gen znlSfst, weil die Rangordnung der gegebenen Ele- 
mente nicht verwechselt werden kann. Diese Beschrän- 
kung der Zahl der Auflösungen wird aufgehoben, wenn . 
die Aufgadie in folgender Gestalt gegeben wird: 



# 
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'^ind n beliebige fik^n^B Bu 
und in )tdßf irgend- ein Pnnkt, aUo n Punkte 

B, Bi, B^f ....Ba—i» gegeben, so sollen ii andere 

Ebenen «i, tt^, an^i so gelegt werden, 

daCe sie nach der Reihe durch die Seiten dea 
durch )ene Punkte bestimmten schiefen iiEcks 
gehen, und dafs die n Durchschuiitsliuien der 
aufeinander folgenden Ebenen» in jenen ge^ 
gebenen Ebenen liegen.** 



Erste Anmerkung. 

^Yoa projectiTischen Gebilden die in eiaem StrehliiA* 

•cbel im Raame licgea. 

33. Zum Schlüsse dieses Kapitels ist noch eine 
besondere ZnsammentteUnng von {Hro|ec^itcben 
bilden, und zwar von ebenen StrahlbQschelii und Ebe- 
nenbüscheln näher ins Auge zu fassen, nämlich dieje- 
nige Zusanunenstellung, bei' welcher die genannten Ga» 
bilde aimmtlich zu einem StrahlbUschel in Ranme ge- 
hören (§. 1, Y,), d. h., bei dieser Zusammeustellung 
haben alle ebenen Strahlbüschel einen und denselben 
Mittelpunkt und die Azen alier vEbenenbOschel geheu 
durch diesen nSmÜdien Punkt, welcher Mittelpunkt des 
Strahlbüschels im Baume heilst und durch D bezeichnet 
werden soll. 

Unter diesen Unurtänden finden offenbar zwischen pro- 

lectivischen ebenen Strablbfischeln und EbenenbtadMia, 
die in demselben Strablbüschcl I> liegen, durchweg ähn- 
liche Beziehungen, slat^ wie zwischen projectifriacben Ge* 
laden und ebenen Strahlbüschehi, die in dersdben Ebene 
fiegen und wovon das erste Kapitel handelt. Dton wird 
der Sirahlbüschel D durch irgend eine Ebeuc, die E hei- 
ÜManag» gesehnitten» so wird jeder Ebenenbttichel in el« 
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^ein ebeaen Slrablbüscbel, jeder ebene Strahlbttschel in 
eiMrGeiadeiiy ttfidjadeFStrahl^iii eMimPiuikt geedmit^ 
tMi9 Bon kftimeB alk Mm durch ckn Dttrehtdinill 

erzeugten Gebilde iu der Ebene £ als perspectivisch 
mit ^dta ibiieii zugehürigeo Gebilden im Strahlbüsdielr 
D MBgcsehen werden (§. 27, ULX imd abdaan «werden, 
wenn irgend swd GdliiMe in der Ebene £ pröjecti- 
Yisch sind, auch die ihnen entsprechenden (Tcbilde in» 
StrablbiUchel D prajectivisdi sein (§. ^» iV.)» uo4 
aoch umgekehrt; daher werden fast alle Gesetze, Ei- 
genschaften, LehrsStzc, Porisnien, Aufgaben, u. s. w., 
die bei pro jecü vischen Gebilden iu der Ebene £ statt 
finden, aoch auf tthniicbe Weise bei den ihnen ent> 
sprechenden Gebilden im Slrahibflschel B statt haben, 
so dafs nur einzelne besondere Eigenschaften uad-Um- 
sHode hierbei eine Ausnahme machen. .... 

Dnmnach wfirden alle Untersnehangen, die im eru 
stCB iUpilel Ober Gebilde in- der Ebene !B durchge- 
führt worden, aaf entsprechende Weise bei den Ge- 
bilden, im Sirabibilschel D' auszutUbten seini da aber 
dpsae Unteranebnng, im Grande genommen» niehts w^ 
aentlich Neues enthielte, weil sie, wie wir eben ge- 
sehen, unmittelbar aus der Untersuchung in der Ebene 
£ ab§elei(et, oder- auf «^selbe» znrftdigefilhrt werden 
hann^ ao^werde ich . mich hier nieht Itnger damit anl« 
hallen, indem es durchaus nicht schwierig ist, bei je- 
dem vorkommenden £alle, nach den bereits gegebeneu 
An d en ttmgen, sich turechc zu finden; * Ieb> wttt mt 
nnch eiinn er n , da& die Figuren fn def'&bene B mit 
den ihnen entsprechenden Figuren im Strahlbüschel D 
auf gewisse Weise übereinstimmen, d. h., einem Viel- 
#ok' in £ eiitsfneht ein gkMnamigev Körperwtefcel 
in D, z. B. dem Dreieck entspricht ein dreikantiger 
ndev« dre ü i chig eff Kürperwinkel, dem Viereck enl- 
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spricht ein tierkamtiger Körperwlkik^y «. t. w., imti 
dem'Kfereüe mUp^bt ein Ke^el ^zwäten Gradfot). 

Ais ein zweckiiiäfsigcs Beispiel zur Erläutenuig 
des Gesagten mag folgende Aufgabe dienen. 

„Wenn zwei projectiTitciie ebene Strahl« 
bfischel Bi, B, in einem Strahlbttschel B per- 
specliviscb liegen, so dafs zwei cutsprechende 
Strahlen e, et vereiniget sind (§. 28.), und »a« 
den^kt sieh den tintn Strahlbtt^oh«! fest, w9ih* 
fend der andere sichr nm d«n geinainsehaftli» 
chen Strahl her unibewegt, so ist die Frag^ 
weiche Fläche durch dieProJectionsaxe 31 (d.h« 
Ai6 des Ebenenbttschels, in welchem beide SiraliUift« 
ariMl B, üy liegen (§. 28.)) beschrieben werde." 

Man denke sich eine Ebene E, welche zu dem 
getaieinscbafilichen ' Stralüe eci senkrecht ist, 90 wM' 
sie. die ebenen Strahibfisohd Bf, Bs in swei Güraden 
A, Aj schneiden, die unter sich perspecf irisch sind, 
wie etwa (Fig. 7.) sie darstellt, und der Punkt B, in 
wddietai sie die Pra)eotiodsaace Ol selmeidety ist» dev 
PtofectioBSponkt der Geraden A, Ai. Wird nnii de* 
eine Strahlbtischel, etwa B^, auf die angegebene Art 
bewegt, so wird sich die zugehörige (gerade A^ in 4et 
£bcne £ um den gemeinschaftÜehen JDurchschkuttspnnkt 
iti der Gi^aden drehen, und der Projectionspunkl B 
wird sich in einer bestimmten Kreislinie bewegen, de- 
ren Mitt,e)pnnkt r ist (§,.15.); daher wird die Projec- 
tionsaxe V eine Kegdiiehe D zweiten Grades iMSohrei»' \ 
B^n, die dtireb jenen Kreis geht, und zwar ist- dieser 
Kegel ein schiefer, weil das aus dem Scheitel D auf 
die Ebene £ des Kreises gefäUte Loth ee^ nicht den 
Khfdlpnnkt (r) desKreises triCII. ^Uo besehveibt 
die Projectionsaxe 21 eine schidfe Kegelfläche 
die Ton jeder Ebene» welche zu dem gemein- ^ 
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scbaftlichca Strahle eci der Strahlbüschel Bi, 
Ba senkrecht ist» in ciaeu KreUe g««clijiiUeji 
wird." 

Zweite Anmerkung. 

Von proieclivischeo Gebilden auf der Kogelfläche. 

94. Denkt man sich eine KngelflSche K, die den 
Mitlcipunkt D des vorhin zu (gründe gelegten Strahl- 
biiscbeia im Eaume (§• 33.) zum MiUeipunkt hat, so 
wird dieselbe von den Gebilden, die im Strablbfificbel 
1) liegen, yv\e folgt geschnitten: von Jedem Strabl 

(a, h, ) in einem Punkt (a, 6» ); von jedem 

ebenen Strabibttscbel B in einem Hauptkreise (grdia- 
ten Kreise) H, dessen PunlUe den Strahlen, und des- 
sen Abschnitte (Bogen) den Winkeln des SlrahlbU- 
scbeU entsprechen; von einem Ebencnbüschel 21 in ei« 
nem sphärischen uStrahlbüschel Sbf d«b.y in einer 
nnsShIigen Menge Ton Hanptkreisen, die den Ebenen 
des Ebenenbüschels y und deren Winkel den Winkeln 
der letzteren entsprechen, und die alle durch denselr 
bcB Punkt fb (Durdischnittspunkt der Axe Ht) geben^ 
welcher Mittelpunkt des sphänscben Strablbfiscbds 
heifscn soll* Werden nun irgend zw ei Gebilde (llnnd 
S5f oder H und Hi, oder und fbi) auf der Kugel« 
flScbe wenn ihre entsprechenden Gebilde (Bund 9^ 
oderB md Bi, oder 81 und STi) im Strablbfischel D 
projectivisch sind, ebenfalls projectivisch genannl^ 
so lolgl mit dieser ErkUrung zugleich, dafs die wesent» 
Üchsten projeditischen Beziehungen, welche zwiseben 
den Gebilden im Strahlbüschel D (oder zwischen den 
Gebilden in der Ebene £ (§. 33.)) statt finden, auch 
zwischen den Gebilden auf der KugeUHiche K siett 1m^ 
ben mflssen* 

Wie mau hieraus sieht, sind also die Betrachtungen 
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auf der KngclfliSche K durchaus niclils cigenllulnilirli 
Neues, sondern sie sind nur als eine besondere be- 
sdirttnkuBg der Betracbtnngen im Sirahlbüschel B an- 
SDMhen« Ueberhaii|it haben Üntertu^ung«B auf detr 
Kugelflüche sehen die Wichtigkeit, die man ihnen, vor- 
möge einer oberfläcblictien Ansicht, beizulegen geneigt 
isl* Denn oft lassen sieh dieselben aus entsprechenden 
Untersnchnugen im Strahlbflschel 1) oder in der Ebene 
£ ableiten, und viele derselben liefscn sich dann auch 
auf ähnliche Weise aui andere krumme Flachen^ über- 
tragen. Ueber die Art und Weiset wie» im Allgemei- 
nen, Operationen (Conslrncliouen) auf der Ku^elflik-hc 
ausgeführt ^rerdcn können, \^crdc ich später handciu. 
Man kann nämlich die Kugelfläche allein als Opera- 
rationsfeld annehmen, oder man kann die entsprechen- 
den Operationen im Strahlbüsthcl 1), oder in irgend 
einer Ebene E ausführen, und sodann auf die Kugel*- 
fläche K übertragen. Finge man mit der 'Consfniclion 
anf der Kugelfläche K an, so liefsen sich unigekehrt 
die gefundenen Resultate auf den Slrahlbüschcl I) oder 
auf. die Ebene E übertragen, welches aber nicht der 
zweckmäCBigste Gang sein möchte. 

Ueber die Betrachtung projeclivischer Gebilde anf 
der Kugelfläche >vili ich nur noch bemerken, dafs nur 
wenige von den Eigenschaften, die im ersten Kapitel 
an projectivischen Gebilden in der Ebene nachgewiesen 
worden, nicht auch auf enlsprecliendc Weise bei jenen 
sich vorfinden; zu solcher Ausnahme gehören z. B. der 
ParaUelisnms der Geraden, nnd ihre unendlich entfernt 
ten Pankte. Dagegen sind die Eigenschaften, weldio 
auf die projeclivische Beziehung gegründet sind, auf 
ähnliche Weise vorhanden, wie in fler Ebene E, oder 
wia im Sirafalbüschel D« Denn da offenbar, dia Ab^ 
idiiliitte (Bogen) eines Haoptkrdsas H gerade dasMaafii 
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4hr ihMii ^wlttf^^dmiim (gegcaüiMr steheMifeD) .W» 
hü de» lofieliöngen «beaan StraUbflsolMls. B tiDcly mmä 

da die Winkel, welche die Strahlen eines sphärischen 
Strablbüscbels ^ mit einander liüdeDy offenbar die nte- 
lidien sind, weklie ihnen enttpnolittiden Bbtn« 
im zugehörigen EbenttibfisclMl V eintchlitCsen, so mnfii 
folglich auch bei pro jecti vischen Gebilden auf der Kn* 
^dflficbe Gleichhait der DoppelrarbiJtniBse aUU finden, 
wenn delra, belHeopIkreifen dIeSfans der Bo^en^ und 
bei StrahlbÜschcln (%) die Sinus der von den Strahlen 
eingeschlossenen Winkel, genommen w&rden. Daher 
fo%| B. B.: »da£e ee 1) bei »wei proieetiviicbea 
Hanptkreiten H, Hi swei entspreobende Ab- 
schnitte (Bogen) giebt, die Quadranten sind; 
2)dafs es bei zwei projectivischen sphäriscben 
SCrahLbüaebeln f&, §Bt zwei ent8precb«n<le 
rechte Winkel gicbt; und 3)daf8 es bei einen 
Hauptkreise H und einem Strahlbüsch cl 33, die 
projectivisch sind, einen Quadranten und ei- 
nen rechten Winkel flebt, die sieh . entepre«* 
eben; und dafs in Bezof^ auf diese eigentbOm«- 
liehen Elemente dasselbe Gesetz statt findet, 
wie bei projectivischen Strahibüschein B, B| 
in der Ebene (§* S, oder wie bei.pro- 
)ectivi8chen Ebenenbüseheln Ol, (§. 30, V.).^ 
Femer ist bei projectivischen sphärischen Gebilden p er«> 
•peetiviscbe und achiele Lisge au unterscheiden^ 
bei der ersteren haben awd Hanptkreise einen Pr»^ 
}ectionspuukt, und zwei Strahlbüschel Laben einen 
perspectivischen Durchschnitt. Aus dem obigen 
Beispiel ($. 33.) fo%| bier der nadistehende ßater 
„Wenn swei pro jectlvisebe Hanp4kreis» H,, 
perspectivisch liegen und wenn der eine fest 
bleibet wäbread dex andere sieb unr ibren §e» 
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»euiseliaALiQlMn! B4ii>ok8e4ailtt«|iniikt ktlrii«' 

bewegt, so bewegt sich der Prdfections punkt 
In einem .sphärischen Kegjeischuitt (d. i. der 
Dttrehii^tt jcioe« Kegelt zmken .Gnilet> 4e9ma- 
Sehcütel im Uhtf^lfnokt der Kugel liegt, mit äer Ktt- 
geliläcbe).*' — Werden zwei gleichartige projectiviscbe 
ephftriMhe (^ebüde <H und Hi, oder f& nod Ißt) mI- 
MMiKinygilegt, io finde» ddbei «bnlidie üaiettode etait, 
i^e bei den entsprechenden Betrachtangeff in (§. 16. 
und §. 31, III.); ferner kann dabei eine entsprechende 
▲a%%be f^tellty and anl ähnliehe einfache Weiee (out« , 
filfll eHMsKreiie» oder irgend eines sphäiiscken Keigel- 
schnilts) gelöset werden, wie in (§. 17.), welche so- 
dann eine eben so fruditbare Anvtendung findet, wie 
die lelitera' bei den nach ihr lolgefiden BetraoliUHi- 
gen u* 8^ w. ' . 



Drittes Kapitel. 

Erzeugung derLinien und der gcradllnigenFlSchen 
i&weiter Orduuog durch pro jectivische Gebilde.. 

. « , . * • , . » 

3& Bei der obigen Untersachnng projeeütisolier 
Gebilde wurde bei der schiefen Lage derselben die nli* 
iiere £Kfox%BhiUi§ derGeseUe^ welchen bei zwei Geraden 
Ap Ai die PjiojeelloiMitahlen (§vO,LX bei el ie n e n 
' Strahlbüscbeln B, Bi die Durchschnitte * dto entspre- 
^ chenden. SUrahlenpaare, oder die durch, entsprechmde 
StlraUenfaare iteitiinnteil Ebenen (wenn Uf Et Im 
fiHdUbfisehel D liegen 33.)), und bei xwei fibenm». 
büschein % die Durcbschnittslinien der eutsprechen- 
den Ebenenpaare (§. 31.) unterworfen sind, absichtlich 
yeniiiediWi JMeae üinte m ifl h« g eoii.jetM^ »ehgehoit 
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wttimL Sm fahrt» wie man wAea wird» m den inter* 
eiean l eitcn und fraehfiimten Eigenteheften der Uniea 

zweiler Ordnung, oder der sogenannten Kegelschniüe, 
aus denen sich fast alle anderen Kigenachaften der letz- 
teren» in cineii nmfastenden Zmaawnenhange» auf eine 
'Aerraselend einMie und anselnMiliclie Weiae ent- 
wickeln Inssen, nämlich sie zeigt die nolhwendige £nt- 
aleliung derKcgelsdinitte aus den geometrischen Grund- 
Hebilden, und zwar xeif|;t sie dadurch KQ|;lei^ eine aelir 
merkwürdige doppelte Erzeugung derselben durch pro- 
jcciivische Gebilde. Ebenso zeigt sie eine doppelte Er- 
sengung der geradlinigen Flüchen zweiten Grades, d. b.» 
aller derjenigen Flachen sweken Grades» in wele&en 
gerade Linien liegen (d. i Kegel, CyHnder, einfaches 
Ujrperboloid» hyperbolisches ParaboLoid, zvTci Ebenen). 

Wenn man bedenkt, mit welchem Scharfsinne die 
Mathematiker in alterer und neuerer Zeit die Kegel- 
schnitte erforscht, und welche fast zahllose Menge von 
Eigenschaften sie an denselben entdeckt haben, so ist 
es in der That auffallend^ dafis die vorgenannten Eigen- 
sehaften so lange verborgen bleiben konnten, da doch 
aus ihnen, wie sich zeigen >vird, fast alle bekannten 
Eigenschaften (nebst vielen neuen), wie aus einem 
Gnfse bervoigeben, ja da sie gleichsan die innere Ma^ 
tur der Kegelschnitte vor unseren Augen aufschliefsen. 
Denn wenn auch Eigenschaften bekannt sind, die den 
genannten nahe^ liegen» so finden sich doch, meines 
Wiesens» letztere niigends liesttmmt ausgesprochen» in 
keinem Falle aber wurde ihre Wichtigkeit eriuinnt, die 
sie durch die gegenwärtige Entwickelung, wo sie zu 
Fnndanientalsfttaen erhoben werden, erhalten» fibrigens 
bin ick andi nicht einnml durch jene auf diese geAlhrt 
worden. 

Da der hi^rrvorgestri^ckte Zweck die Betrachtung 

pro- 
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projecüvischer G^elHlde ist, so dürfen die Kegelsobnitt« 
bler noch niclit m aotfilhrlicli imtenoolit werden, als 
es ftdttebt dar erwftbnten Eigenschaften leicht gesche- 
hen könnte; sondern ich werde mich blofs auf einige 
wenige Entwiekelungen beschranken, die entweder ans 
dem Gang» der Betracblnng jener Gebilde Botbwendig 
hervorgehen, oder die zur Erforschung derselben in 
der Folge dienlich sind. Später, nach vollendeter 
DorchführoDg der Untersuchung projecCtvischer Gebilde 
• sollen alsdann die KegelecfaniUe einer umfassenden Un« 
tersuchung unterworfen werden, die sich auf ihre vor- 
erwähnte Erzeugung durch projectivische Gebilde grün- 
den wird, wobei letztere sodann nur als uniergeordnete 
Hiifsmiltel^ dienen, nnd wodoreh die ▼ontebenden Be- 
hauptungen Süllen gerechtfertigt werden. 

Gegenseitiger DarchschnUt dier Ebene and der 

Kegelfläche, 

36. Zunächst soll hier eine kurze Betrachtung^ der 
eigentlichen Kegelschnitte, wie sich dieselben beim Ke- 
gel der oamittelbaren Anschannng darbieten» Torange-^ 
scbiekt nnd dabei ▼omebmlicb auf einige UmstSnde, 
die für die synthetische Untersuchung derselben sehr 
wesentlich sind, aufmerksam gemacht werden, ^ur 
^ mnfis icb bemerken, dafs diese Betrachtung,, genau ne- 
nommen, dem xweüen Abschnitte (folgendes Heft) ange- 
hört, woselbst sie in einem umfassenderen Zusammen- 

> 

bange ausgeführt werden wird. 

Denkt man alle diefenigen Strahlen 9(,9(i»ys» 

eines StrablbUsdielsI), welehe dnreb irgend mÄeErds* 
linie K gehen, wie etwa (Fig. 36.), wo das Papier die 
Ebene £ • des Kreises vorstellen und der Punkt D über 
derselben liegen soll (§. 34*)» so beilat die Hflche^ wel- 
dm von diesen Strahlen erf&llet wird, Kegelfläcbe, 
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und z^m-y weil sie, so nvie der Kreis, voQ irgend einer 
Geraden kikbetens aar in.&wei PimkleB gatdiniUeo wer-' 
den kann, ao heiCst sie, aus Fol§eB diesea UoMfandea» 

Kcf; elf lache vuni zweiten (yradc. Wenn man 
sich die Strahlen (oder Kauten) nicht durch den Kreit 
K und duiPcli den Punkt J) begrenzt, aondeni ▼i^knehr 
unbegrenil yorslelUy ao aieht nan, dafa die KegdflScbe- 
aus zwei gleichen Theileu M, Mi besteht» die mit ih- 
ren Spitzen in dem Punkte I) zusammenstofsen, so dafs 
dieser „Mittelpunkt" des Kegele oder der Kegeln 
fliehe genannt wird (Biet). Ferner nennt man jede 
Ebene, welche durch den Mittelpunkt D und durch ir- 
gend eine Tangente A des Kreises gebt, BeriLbrunga* 
ebene (berührende Ebene) » weil namlkb nnr tm dm- 
tiger Strahl der KegelflSche in ibr liegt, ntalicb nur 
derjenige, welcher durch den Berührungspunkt ß der 
genannten Tangente gebt. Nun ncunt mm ferner die 
Durcbscbnittsfigur, welche irgend eine Ebene mit der 
KegelflSebe bildet» d. b., die GesanontbeU aller Punkte 
die sie mit ihr gemein hat, Kegelschnitt. Das Ge- 
meinachaftliche und das Besondere oder Eigenthünüicbo 
dts gesannnten Sehnitte eines Kegels iKiat sieb iieiqueui 
aofTsssen und übersehen, wenn Torerst die Schnitte 
derjenigen Ebenen, welche durch den Mittelpunkt D 
geben, untersucht werden» Eine solche Ebene kann, 
sich auf drei wesenilick veisdiledeae Arten aum Kegel 
TerbalteB, nSniieb wie folgt : 

a) kein Strahl der Kegelfläche liegt in der Ebene,. 
. sondern alle werden von ihr in Punkte D ge- 
sdinitten; däbiü gehört also jede Ebenis, die des« 
Kreis K weder schneidet noch berührt. In Be- 
zug auf jede solche Ebene liegen die beiden Theüe 

Ml des Kegels auf entgegepgeaetsten Seiten. 

b) oin Strahl der Kegelflldie liegt w i^r. Kbeae 
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«d sRe ilbrigeii ifAiieidet ile im Pimkte D; da* 

hin gehören alle sogenannten Berfihningsebenen 
des Kegels. In Bezog auf jede solche Ebene lie* 
gen die Tbeile Mi dee Kegeb auf abweeli- 
selDden Selteii. 
c) zwei Strahlen der Kegelfläche liegen in der Ebene 
und alle Übrigen werden von ihr im Punkte D 
geacknitten; dabin gehört jede £bene» die den 
Kreia K sclmeidet. Jede 'solche Ebene spaltet 
jeden Theil M, M, des Kegels in zwei Abschnitte, 
so dafs auf jeder Seite der Ebene zwei Abschnitte 
liegeui in denmi zusammen alle Strahlen Torkom* 
men, die reo der Ebene geschnitten werden. 
Da nun jede andere Ebene im Räume, die nicht 
durch den Mittelpunkt D geht, nothwcndiger Weise 
mit irgend einer nnter den vorstehenden drei Abthei- 
luDgen begriffenen Ebenen parallel ist, so whrd sie, 
ebenso wie die letztere, die Strahlen der Kegelfläche 
entweder alle schneiden, oder nur einen, oder nur 
swei derselben nicht in der That schneiden, sondern 
nach ihren unendlich entfernten Punkten gerichtet sein, 
d. h., mit ihnen parallel sein, diese besonderen Slrah- 
'len sind nämlich diejenigen, welche in jener dorch den 
Ifitlalpnnkt B gehenden Parallelebene liegen. Daher 
giebt es folgende drei Klassen von Kegelschnitten: 
L Jede Ebene, welche mit irgend einer unter der 
. obigen Abtheiiong (a) begriffenen £bene parallel 
ist, achneidet alle Strahlen derKegelflSefae in end- 
licher Entfernung, und zwar schneidet sie nur ei- 
nen der beiden Thcile M, Mi der Kegelfläche, so 
daCs also der Durchsobnkty wie er sich der nn- 
milleHNHren Ansebanong darstellt, eine geschlossene 
krumme Linie ist (durch die ein Theil der Ebene 
gaQz begrenzt wird). Ein solcher SchaUt, oder 

9* 
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•eine solche Linie, heifst Ellipse. Die Geradeo, 
In weklen 4ie eehMidende £heae dUeJBeriftnuigs- 
ebenen dfoe Kegeli adtteidet, emd eiMuntMeb Tan- 
genten derEllipse, so dafs also letztere iu jedem 
ihrer Punkte von einer bestimmten Geraden be-> 
rttbft wird. Unter dieeer Klaeee tob Kiegekcbnit- 
ten befinden sich insbesondere auch Kreise, wie 
%, B, der Kreis K, von welchem die Betrachtung 
anaging; ferner gdifiven dahin» aia GrenaOUe, die 
Sduntle der Ebenen (a), wobei nimlich di^ ElKp. 
seu sich auf den einzigen Punkt D reduziren. 
IL Jede Ebene, die mit irgend einer unter .(b) be- 
gjriifeBen Ebene parallel ist^ aehneidet aar einen 
der beiden Tbeile Mt der KegeUiehe, nnd 
zwar trifft sie alle Strahlen in endlicher Entfer- 
nung bis auf denjenigen, in welchem ihreParailel- 
ebene denr Kegel berührt, nnd nach dessen nnend- 
lioh entlemten Punkt sie geriebfeC ist, so dafe ako 
der Schnitt, wie man in der Vorstellung sieht, eine 
gebogene krumme Linie ist, deren beide Anne 
skb naeh derselben Seite hin Ins Unendliche er- 
streeken, liSmlieb nach demselben aiiendlieli 
entfernten Punkte hinstreben, nach welchem 
jener besondere Strahl gerichtet ist. Ein solcher 
Schnitt faeilsl ParebeL IH% ByrehsehnittsiiBien 
• * der 'sebneidenden . Ebene mid der Berfih^ngsebe* 
nen des Kegels sind Tangenten der Parabel, so 
dafs abo letzt^e in jedem ihrer Punkte Toa einer ' 
bestimmten Geraden beiQbrt wud; jene Berüh- 
rungsebene aber, welche der schneidenden parallel 
.ist, Ist nach einer unendlich entlernten Tan- 
gente gerichtet, die nimüdi dem nnendiich ent- 
feinten Punkte der Parabel sogeblit 
Die Schnitte der unter (b) begrÜIeuea Ebenen 
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, fchOiim ab Graiftlle. Iui»l«r, 'ntadioli M ümea 
r«donr6n Mk- i^e- ParaMn auf die - tfaneliieii 

Strahlen der Kegelfläche. 
ÜL Jede Ebene, mMke wut irgaid einiBr imtor der 
AMeüng (e) begriffeiMMi Ebene fettXLel ndtmü- 

. det die mit ihr auf einerlei Seite liegenden zwei 
Abschnitte der Kegelüäcbe, imd zwar schneidet sie 

* alle iStrayen der letzteren in endlieher-Eiitfeniaiif;^ 
aiU!geBom«ieü diefeDif;^ «nrel, wdtbe in der Panl^ 
lele^ene liegen, und nach deren unendlich entfern« 
ten Punkten sie gerichtet ist, so dals also der 
Sebnitt, wie OMn nebt, anä imrei (gebogenen LinieB 
beeteht. woTOQ beide Atme einer jeden sidi mv 
Unendliche erstrecken, und zwar so, dafs die je- 
desmaligen zwei einander • schief gegenüber liegen^* 
äea Arme beider Linien naeb entgegengesedSen 
Richtungen aber nacb denselben nnendliob ent- 
fernten Punkte hinstreben ) nach welchem näm- 
lich einer von jenen zwei besonderen Strahlen ge- 
ncblet ist; beide Linien bangen deamacb dnrcb' 
diese unendlich entfernten Punkte zusammen, so 
dafs sie nur eine einzige Linie ausmachen. Eine 
•olche Linie lieifst Hyperbel. Jede Berfihmngs* 
Kene des Kegeb enengl eine Tangante der Hy- 
perbel, so dafs also die letztere in jedem ihrer 
Punkte von einer bestimmteA Geraden berührt 
ifvirdi diejenigen xirei Ebenen, welche, den Kegel 
in den genannten zwei besonderen Strahlen be«' 
rühren, erzeugen diejenigen Tangenten, die den 
unediich entfernten Punkten der Hyperbel zuge« 
bören, diese Tangenten selbst befinden sich in' 
endUcher Cnllfeninng, vermöge Ihrer besonderen 
Eigenschaft heifsen sie Asymptoten der Hyperbel, 
t Die Schnitte der unter (c) enthaltenen Ebenen 
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fchörcD, als Grenzfölle, hierher, nämlich die Hj- 
pobel vedwirt äA dabei, auf swel Gmde, auf 
ftwd Strahkn der Kegdfliiiie. 

Hieses (1, II» III.) sind die drei Arten von Kegel- 
schnitten $ für die ejnlhetische BetiachtMig deraelbea 
Skid die UnNSndet »A^lIb -die Ellipse keüieii» die 
Parabel einen und die Hyperbel zwei unend- 
lich entfernte Punkte, und dafs nur die Para- 
bel eiae undadlick enlferate Tangente hat,*' 
eis einfeohe aatersehieideade Merkmale wohl 
XU berücksichtigen. . 

liaßk der obigen Anmerkung (§. 33.) folgt nun» 
daCi wenn Eigensehafteii irgend eines Kegelschnitts ans " 
prejeetivisdieii Gebildai entspringen, dieselben alsdanft 
auch auf cntsprecheDde Weise bei derKegeltiäche und 
also au£^ bei jedem anderen Kegelschnitt statt haben 
mflssen» ao dafis, wenn i. B. ein Kegelt^nitt dnek 
prof ecfimobe Gdbäde erzeugt weideli kann^ dann auch 
die Kegeliläche und jeder andere Kegelschnitt aus pro« 
jectivischen Gebilden entspringen mufs, und auch um- 
gekehit« Aaher kann »an, xnr ErforsehoDg solcher 
Eigenschafien, in ^ickn Ftikn ntk nor an den Kreis, 
den bekanntesten und einfachsten Kegelschnitt (aufser 
den erwähnten Grenzfällen) halten, welcher leicht za 

bdiandebft ist, wie s. B* in der folgenden B^nchlnng 
gesdheben ^solL 

ErscaguQg dcrKcgelsclinitte und der KegelfUche durdi 

proji^ctivische Gebilde« 

87. Ans der Elementargeonetrie bekannte Eigen» 

Schäften des Kreises zeigen fast unmittelbar die Erzen» 
gung desselben durch projectivische Gebilde, nämlich 
wie folgt 

Werden ans irgend swei Punkten B, Bt einer * 
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Kteidime M (9f & 87.) nacb aUan fil»ig«ii 'PiMikten ^ 
hy c, d to ric lfafl p Sfifalilena.b, c, ; ai, bi, Ci, 

gezogen, so bilden diese unter sich gleiche Winke], 
die paarweise über denselben Bogen stehen, nämlicb 
0ä iai W«kel (ah) — (aibi), (ac) — (a|Ct>, (bo) — 
(biCi), , folglich sind die dadurdi e&fitelienden Sirahl- 
büschel B,Bm in Ansehung der Strahlenpaare aunda,, 

h und hiy c und Ci, , projectiviacb gleich ($. 

13^ II.)* ]>eBki. mka akh etwa den Punkt ü beweglidi 
«iid llfat ilm demPnnlite B näher rOehen, bis er end« 
lieh mit ihm zusammentrifft , >?ie so wird nothwen« 
diger Weiae der eine sagehdrige Strahl e den Kreia 
berühren eilen so wird fUr den Punkt by der mit Bi 
zusanmiehfällt, der eine zugehörige Strahl d| den Kreis 
berühren, so dafs also die den vereinigten Strahlen ei, d 
entapredienden Strahlen d| den Kreia m Bi be- 
rubren "0« Die Strahlbtacbel Bi befinden «feb den»- 
nach in schiefer Lage {§. 14.) und zwar sind sie, wie 
man sieht, gleichliegend ^) (§. 13,11.). 

Sind anderevMito A,Aj (fig^^S.) ii^end zweiTin- 
genten einea Kreiaei H> und mmd q, r die ihnen ptf- 
railtlen T.uif^onlen desselben, von denen sie wechsel- 
seitig in den Punkten r, qi getroflen werden, so wird, 
wie leieht %n adieUy die Gerade r<h durch den MitteU 
ponkt M des Kreiaes gehülltet» ao dafii Mr ^ Mqi, 
und es ist der Abschnitt = und der Winkel 

•) Dieses stimmt auch damit ühereia» dafs die Winkel, welche 

die entsprechenden Slral)l<'npaarc a und a,. b und b,, an den 

Punkten b, unter si<:li bilden, alle £;leich sind, und zwar 

gleicl) den Winkeln « welche die ätliüc mit den Taogentea in 
ihren Endpunkten bildet 

••) Dieser Umstand ist wesentlich, ^enn wenn die näralicbea 
Strahlbttscbel sich in schiefer Lage befinden und ungleichlie- 
gend sind, so erzeugen sie, statt des Kreises, wie oben, di» 
gldchaeilige Hjrperhel« wie mm w seiner 'Li^iX sehen wirdL 
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« ■> «t« Ist femtr a:tti « i A<HiW ge «Bdm Taigflste^ ^ 
die jene eiferen A» Af in denJPoiikMi at4li jiibieidct, 

£0 bleibt, wenn man diese mit dem Mittelpunkt M des 
Kreises durch die Geraden AI a, MOi Terbindei, der 
Wiakel aMai von onTerdadertiehw Grttleet wie euch 
die Tangente a ihre Le§e änderen Mag, ntaUck er 
(oder sein Nebenwinkel bei solclien Taugenten wie b) 
ist bcstUndig = a und aufserdem sind die Win-» 

kel ß'^ß und y^ff daher aiiid die Dreiecke üMou 
4irM, Mq.Qi, dmch Gleichheit ihrer Winkel, ähnlich^ 
£0 daCs, vermöge der zwei letzteren, man hat: 
ar s rM = M<|i : qi^i, odar 

dae heifit; das Rechtet^» ar .ai<|i, unter den Äbstto* 

den der Punkte a, Oi, in welclien irgend eine Tangente 
a die beiden leiten Tangenk« A, Ai admeidety von 
den Dorchachnittep i)i der parallelai Tangenten r, ^ 
hat eine beständige Gröfse^)^ nämlich gleidi dem Qua* 
drate (iber Mr oder Mqi. Daraus erkennet ma^ did 
projectivische Beziehung der Tangenten A^ Au in An- 
aehung der Pimktei^Mare 4 und at* nnd hip ..«.^ In 
welchen sie von den übrigen Tangenten a, b, ge- 
schnitten werden (§. 12, 1.), so dafs also die letzleren 
jdieProjectionsstrahien aind, und dala inabeaondei* Vf ^ 
waa adion durch ihre Bezeiduumg angedeutet ist (§. 
9, L), die Parallelstrahlen sind. Läfst man iii der Vor- 
stellung die Tangente a sich so bewegen, dafs der Punkt 
4 aich dem Durcbsclmittspunkte' h der festen Tangen* 



Denn vermöge des Dreieclcs (jMfl^ ist P-^y = 2 K, 

und vermöge des Vierecks a r , 0 , ist 2 ^ H- 2 ;' -f- rt -f- « , = 4 U, 
folglich ist 2 «2 = « -H «i « und da a aoE a, , so ist =rr « = o,, 

♦*) Brianchon hat diesen Salz für alle Kegelschnitte bewie- 
sen (Memoire sur les lignes du second ordre, XXVIIL 27.^ j 
■plterhin 40, L) folgt derselbe .muuiUelliar. 



0 
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38. Eneagung d. Kcgebdii^ u. d Segelßäche. 137 

• 

t«i A, Ai nAert, so wird gleichzeitig sein entsprechen- 
der Punkt <ii dem Berührungspunkte bj der Tangente 
Ai näher rücken, und zwar dergestalt , dafs wenn sich 
a mit ^ Tereiniget, dann auch üi ^mit xusammenfiUlt 
Ebanto folgt, dafa dar dem Berflhrangspunkte e der 
Tangente A entsprechende Punkt im gegenseitigen 
Durchschnitte der Tangenten A, A| liegt 

Aas den beiden Torstelmdeft Untersachnngen M-t 
gen also nachstehende Sätze. 

^tlrgend Bwei Ttagenten JErgend zweiPBnkte(B,B,) 
(A, A,) ciaet Kreises sind eines Kreises sind die Mit^ 
In Ansehung der eatspre- telpunkte. zweier projecti- 
ehenden Punktenpssre, in rlsehen Slrshlb fisch el, de* 
welchen sie Ton den fibri» ren entsprechende Strsh* 
gen Tangenten geschnitten len sich in den fibriged 
werdea^ prejeetiTisch« nnd Punkten der Kreislinie - 
swar entsprechen den in schneiden, und zwar eni* 
ihrem Durchschnitte ver- spreclien den vereinigten 
einigten Punkten t, f,, ihre Strahlen d, e, die wechsel- 
wecliselseitigen Berfth- seltigen Tangenten d|, e in 
rungspnnkte i^^ t/* jenen Pankten (ß, B|).** 

38. Wie bereits oben bemerkt worden (§. 36, Ende), 
folgen nun aus den eben aufgestellten Sätzen vom Kreise 
(g. 37.)» wunittelbar entsprechende Sätze vom Kegel 
zweiten Grades und dessen übrigen Schnitten. Denn 
wenn die Tangenten des Kreises K (Fig. 36.) projec- 
tivisch sind, so sind auch die ihnen zugehörigen ebenen - 
Strahlbüschel im Strahlbttscbel D. deren Ebenen den 
dem Kreise zugehörigen Kegel D berühroiy unter Buh ^ 
projectivisch (§. 33.)) und weou die Strahlbüschel im 



*) Dieser UsMfand kasn sneh dsnos bewiesen weiden, dsb 
wenn msn sieh die Gerade denkt, dann vennage der lechl« 
winkligen« daander ihnfichen Dreiecke f H^, ffM man hat f e •r^ 
»rM.rll» und da rb ^^tt^ aUo anch U*ll}t\ iH.rH, 
werana man sieht, dala ^ ^^ifi^ Bedingung sweier enl^ppf 
ehenden Pankte efftüen. ' 
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Kreite pioiecantdi mai, so mul andi die Htteo «ogehdr 
rigen Ebenoibflidiel in Kegel unter eieh projeeüviseb, 

ßo dafs also muuiUelbar aacbsteheude 5äUe folgen: 

L mIb irgend swel Berllb- L ^Irgend swei Straelen 
rnegtebeeeii einet Kegele einer Kegelfllebe sweifen 
sweitcn Grade« befinde» Gradea sind die Azen swei- 
eich swei projeetiriache er proj^ctiriacben Ebenen- 
ebene Strablb&acbel, deren b&aehel, deren entaprecben* 
entaprechende Strable»> deEbenettpaare elcb in den 
paare nimlicb in den Abri> übrigen Sirablen aebn^ 
gen Berührongaebenen lie- den, nnd inabeaon Jere ent- 
gen, nnd incbesondere ent- sprechen den in der Ebene 
eprechen den im Pnreb- jener Strahlen vereinigten 
ecbnitte jener Ebenen Yer- Ebenen (d^ f| ) diejenigen 
einigtenStrablen (d,e,>die« Ebenen (^,, <)» welche den 
j^enigen Strahlen (d,, e), in Kegel in deneelben ber&b« 
^reichen dieselben den Ke< ren.** 
gelberäiiren.'^ 

Und auigekelirt;, 

IT. Jede xv\'ci scliieflie. II. „Jede ewei fichieflie« 
gende pro j cclivische ebcue gciide projectivische Ebe- 
Strahl büschel B, , die nenbüschel , die sich 

Bich in demselben Strahl- in demselben Strahlbüscliel 
büschel D befinden, erzeu- 1) befinden, erzeugen einen 
gen einen Kegel zweiten Kegel zweiten G rades, der 
Grades, der ihre Ebenen durch ihre Axen gebt, d.h., 
berührt, d.h., die durch die die Durchschnittslinien der 
entsprechenden Strahlen- entsprechenden Ebenen- 
paare beatimmten Ebenen, paare nebst den Axen der 
nebat denEbenen der$trebl« Ebenenb^BcUel, aind die 
bllaebel, eipd die geaemm- gesammten Strahlen einee 
itn Berftbrnngsebenen ei« beatimmten Kegels zweiten 
mee beatimmten Kegele Grades, nnd iwar wird er 
Spelten Gredea, ond «war in jenen A«en {% 8«) ron 
berftbrt er die Ebenen (B^ denjenigeifEbenen(^,,<) be- 
B,) der Sirablbfiacbel in rfibrt, deren entaprecben-' 
denjenigen Sjtrablen (d|$ e) de in der dnrcb dieaefben 
deren emtaprecbende (d, e,) bestimmten Ebene Tereini» 
im Dnrebsebnitte dereel* geteind." 
ben Ter ein iget find.'* 

Da uua zwei projecÜTischc ebene öürablbiUcliei 



-38. Erzeugung d. Kegel uMH i «. d. KegiUliUbe. iM 



B, Bi die ia bgMid vmiMmllknaffAmm dttKegtla 

liegen, Von einer beliebigen Ebene £ in zwei projecti* 
Tischen Geraden A, Ai gesclmiUeu^ T?erden, und da 
swei im Kegel liegende pno)eotlvi8ehe fibeaenbUtdifll 
% Ui von jener Ebtee £ in ssret pro)eeti?iMlHa die- 
nen Strahibüscheln B,Bi geschnitten werden (§.33.), Ml 
folgen also weiter, wie oben erwähnt worden» lür aUe 
Kcgelteb iUe Aachstebende merkwürdige SftUe: 

IIL ff swei Tangei^ HL n'cde swei Peakte Bi 
teil AtAiaineiKegelsehttitfs B| ein C0 Kegel« ebiiiUt 
sind in Ansebfing derPmib» die Mittelpnnkte iweiev 
tenpaare. In weleben sie proJeetiTiaeben ebenen 
▼on den Abrigen Tangenten Strablbiaebel, deren ent> ' 
geschnitten werden« pro* sprechende Strahlen slob 
jectiviscb, ond ^war ent- in den ub rigen Ponkten des* 
sprechen den in i h r e m selben schneldeni nnd swar 
Durchschnitte vereinigten entsprechen den vereinig« 
Punkten e|), ihre wech^ tenSirablen Cd,ef) dieXsiM 
eelsoltigen Beruh rnngs* genten (d,, e) in den gegen- 
pnnJcte ((|, . seitigen Mittelpunkten 

Und omgebebrt: 

IT. ^Jede zwei in einer IV, »Jede iwei in einer 
Ebene achlefliegende pro* Ebene seblefliegende pro» 
leetirische Gerade AiA« er- jectiviaebe (ebene) Strahl- 
sengen einen Kcgelachnitt, bftachel B, B| erieagen ei- 
der aie berührt, d. h., sie nenKegelaehnittider dnrcb 
nnd alle ihre Projeetions* ibreMittelpnnkts geht, d.h., 
strahlen sind die gesamm» diese nnd die Dnrehsehnil* ' 
ten Tsngenten eines be- te^der entspreebendea 
ntfmmten Kegelschnitts, Strablenpaare« sind die 
nnd «war bnrAbrt dieser gesan»nitenPi|nkte eines bon 
die Geraden in denjenigen stimmten Kegelschnitts» 
Punkten (e, b,), deren ent> nnd xwar wird dieser in 
sprechende (f^, ^) in ihrem jenen Mittelpunkten von 
' Durchschnitte Tereiniget denjenigen Strahlen (e, d«) 
sind.*' berührt, deren entsprechen- 

de (si, d) T ereiniget sind»** 

Es darf kaum erwSbnt werden» dafii zufolge der 
obigen s&weiten Anmerkung (§p 340 j prpjediviftdvBa 



GebUden aal der KugeiilclM €Bttpfwhaiae Sitae Btett 

39. Die 80 eben anfgestellten neaen Sätze Ober 
den Kegel zweiten Grades und dessen ScbniUe (§• 38.) 
aM Mr die UntersncJittiig dielet Fignnea wiaMger ala 
alle Imber bekannten Sitae tter dleaelbeD, denn sie 

sind die eigentlichen wahren Fundainentalsätze, weil 
aie namfich se umCMsend aind, daCs fast alle ibrigciai 
Eigenadiailen jetm Figuren die leiebteite «id ilaMe 

Weise aus ihnen folgen, und weil auch die Methode, 
nach der, sie daraiis hergeleitet werden , jede bisherige 
BetraebtnigsfreiBe an £jiifaoUMit mid BequemlidilLeit 
Übertrifft« VHewobl ich mir Torbehalfe» die genann- 
ten Figuren erst späterhin ausführlich zu untersuchen, 
SO -kann ich doch nicht unibin, hier schon einige der 
nichsten Folgeningen ans jener Hadptqnelle au zieheD, 
die zur Bestätigung der eben ausgesprochenen Bebaup^. 
tuDg, als eine kleine Probe dienen mögen. 

Was nämlich den weiteren Fortgang der gegen« 
wSrtigea Betrachtung betrifft, so soUni^D «inldist noch 
auf einige besondere Umstfinde und Graiifillle der er- 
wähnten Sätze aufmerksam gemacht werden; und so- 
dann sollen einige wesentliche Eigenschaften der Kegel^ 
acbnitte <so dea Kegels), di^ znm Bebofe apttterer- 
Untersuchungen über projectiTiscbe Gebilde dienen, so 
wie auch einige Porismen aus denselben in kurzen An« 
deattiBgen • entvrickelt werden« Nacbgehends aoU um 
eigentlichen Hauptgegenstande zmUckgekebrt, and zwar 
die Erzeugnisse projectivischer Gebilde, die im Räume 
beliebig liegen, uiUersucht werden. 

Ber^ ädere Falle. 

• 40. Bei den obigen Sätzen (§. 38, H, w.' IV.) ist 
zuvOrderst noch anzugeben^ welche verschiedene Ge- 
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•telteii di« 6ff8WigM Fismii Wim kMMiBt %rMii sa 
erkeanea, zu wekker Rbsae 86.) 4er- dürdi Mei 

projectivische Gebilde erzeof^te Kegelscbnilt gehöre, 
und oh durch dleselbeu zwei Gebilde, -je Bachdan m 
ttBden K^Mi, em Kefakckiiitt Midmri Art. «nEa«g| 
W8rde? Fiit «ioige FSUo folgt diu Antwort auf dies^ 
Fragen uninittelbar aus vorangegangenen Salzen, für die 
ahrigen wird.ne später lelgeD« Folgeodet IMu- tkk 
simlioh Ii BedtlHinK ^M{ dieift Fiagen rtmdtfitlfcar 
angeben; 

L Da zwei pro|ectin8Gh ttbnliebe Gerade A^ 
efniäi anendlieh entfernten ProjectioBsifiiibl hAbeA, unid 

«nigekehrt dieselben öhnlich sind, wenn ihre tinendlich 
entfernten Punkte sich entsprechen, oder wenn sie einen 
•unendlich entfonfen ProjectimiBstrahi haben (§* 13^ L), 
und da TOn den Kegelschnitten- -nur die Farabel* eine 
unendlich entfernte Tangente hat (§. 36, IL), so folgt 
«ISO (§. 38, IV.): 

* a * 

,,Daf8 zwei in einer Ebene schief liegende 
projectivisch ähnliche Gerade A, A| eine Pa* 
rabel erzengen." Und umgekehrt: 

„Dafs je zwei Tangenten einerParabel von 
^allen übrigen Tangentejn derselben projecti« 
.Tisch ähnlich .geschnitten werden.'' 

Der letztere Satz ist, mit andern Worten ausge- 
sprochen, allgemein bekannt. . Da bei zwei pro|epMvi8c^ . 
ahttikhen ' Gendea jkeUia PaipUoMtiBahkn. iffA. indm 
(§. 13, L), so folgt fernen „D'^ts von den nicht 
unendlich entfernten Tangenten einer Para- 

Jbei keine svrei pjaraUel s^in.können«*'.. C^ie nni- 
endlich entfernte Tangente kann als mit jdhr andmi 

parallel angesehen rf&d&ß')» :*'*.• 
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Siril bdidiige ftofectlfitclie Gmden hu ^ 
nicht ilmlich sind, kOnnen ako nie «ine Parabel er* 

zeugen, wohl aber können die nämlichen zwei Geraden 
«imobi EUipitn aU Hjperbafai eneogen, )e nachdeai 
die in* ibran IkndwcAnitte ▼««DigteQ Ponkle (b, Ct) 

beschaffen sind, welcher Umstand später in Erwägung 
gezogen werden soll. Der Winkel, den die Geraden 
teter akh bildtn, bat demnach auf die Art des Kegdp 
Schnitts keinen ElnflaCs, sondern nur auf dessen be- 
sondere Gestalt» so z. B. giebt es ein System yon 
Punl^tenpaareD, die so beschaffen sind, dafis wenn dns 
denelben im Durcbscfamtle der Gmden vereiniget is^ 
alsdann die letzteren unter einem bestimmten Winkel 
einen Kreis erzeugen. Werden insbesondere die Durch' 
acbmtle r» <|i der Pandlelstrablco, d. b., die Punkte^ 
deren entsprechende fi, <| unendlich entfernt sind, im 
Durchschnitte der Geraden vereiniget, so ist der Kegel- 
schnitt offenbar eine Hjperbel und die Geraden sind 
die Asymptoten derselben (§. 39, DI. n. §• 38, IV.); 
daher folgen unmittelbar die bekannten Eigenschaften 
der Hjperbel: „Dafs das Aechteck unter den Ab« 

schnitten va, 4,ai, oder 9$, , welche ei« 

ne beliebigeTangente a,b, von den Asymp- 
toten (A, Aj) abschneidet, eine beständige 
Gröfse hat (§• 12.);" „dsiis daher auch der In- 
balt des Dreiecks ftl'ei; welebes die Tangente 
mit den Asymptoten einschliefs, constant ist," 
und andere Eigenschaften mehr» die später volisländig 
MljgeKählt werdeti soUeb. ' 

• Da die Geraden A, A, im gegenwartigen Falle 
(wo sie nicht ähnlich sind) Parallelstrahlen r, q haben, 
•o folgt also: 

i,Dafs sowohl bei 4er Ellipse nie bei der 
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Hyperbel die Tangenten paarweise parallel 
«ind"^ , 

Hierbei folgt auch' nniniftelbar der oben (§. 37.) 
in der Note erwähnte Salz von Brianchon, in Bezug 
auf die Duisebnitte f, <|i der ParaUeistralileny wie leicht 
xa teheo« 

Bcobacbtet man die Geraden A, Aj während sie 
allmähiig aus der schiefen in die perspeclivische Lage 
übergehen» $o sieht man, dafs der Kegelschnitt salelzt 
in diejenige Gerade (eet) ftbergeht, welche den entste* 
bendcn Projeclioospunkt B mit dem Durchschnitte (cei) 
der Geraden yerbindet, und zwar geht die Ellipse in 
das durch die «Punkte (cfi)» B begrenzte Stttek, die 
Hyperbel in die beiden Übrigen (unendlichen) Stflokey 
und die Parabel, bei welcher der Projeclionspunkl B 
sich ins Unendliche entfernt (§. 13, I.)> in die eine 
HnUte der durch den Punkt (eft) getheilleD Geraden 
(eej) über. 

II. So wie bei zwei projectivischcn ebenen Strahl- 
büscbeln B, Bi» die in einer Ebene concentrisch lie* 
gen, ehitweder zwei, oder nur ein» oder gar kein 
Paar enfspreebende Sfr&hlen sich vereinigen <§.16, H.), 
gleichermaCsen werden, wenn die Strahlbüschel beliebig 
liegen, entweder zwei, oder nur ein, oder gar kein 
Paar entsprechende Strahlen parallel sein; denn Übt 
man, von jener Lage ausgehend, den einen Strahlbüschel ' 
sich so bewegen, dafs sich jeder Strahl sich selbst paraU 
lel bewegt, so hat man die letztere Lage^ und die iiawow ' 
▼ereinigten csitaprechenden Strahlenpaare werden so- 
dann parallel sete. Sind aber zwei entsprechende Strah* 



*) Diese Eigensdiift folgt imA leicht ans der obigen Betrach* 
täag.im K^eU (§. d6.}, ^ am in stMÜcn AbschaÜte' sehen 
wird. 
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(en paraPd^ $o aeigt dies aD, daCs der erzeagte Kegeln 
achnitt eineii oneiidlicli eatferaten Punkt habe, Badi 
we kh cm sib geHchtet sind, daher kOimeii dietelbea 
zwei Strablbüschel» im Allgemeinen, Kegelschnitte voa 
allen drei.Artea eneagen» le.nacbdeui sie gegen ärn^ 
ander gerichtet sind (§. 3^ u« §. 16, II.)» swar 
wie folgt: . « • 

a) „Zwei gicichliegende projectivische ebe- 
ne Stralilbttscli.el können £ilipseny Para« 
beln» oder Hyperbeln erzeogen, je naehd«m 
sie gegen einander gerichtet sind, nämlich in« 
perbaib eines bestimmten Spielranms erzeugen 
sie nur Ellipsen, an den beiden Grrensen des* 
selben, also in zwei bestimmten Riebtungen« 
wo die Strahlen g, gi, oder b, hi parallel sind 
16^ II.)> erzeugen sie Parabeln, nnd jenseits 
di<^ser Grenzen erzeugen sie nur BjperbelnJ* 
Und 

/ b) «Sind, die Strabibttschel nn^leichUegend, 
BC erzengen sie nnt Hyperbeln.**. > 

Da, im Falle die Strahlbüscbel eine Hyperbel er- 
zeugen» die zwei Paar parallele entsprechende Strahlen 
noihwelidiger Weise den Asymptoten parallel sein nils* 
sen, weil sie nnt diesen nadl dentdben unendKch ent* 
fernten Punkten gerichtet 8ind; und da die Hyperbel 
gleichseitig heilst» wenn die Asymptoten zu einen« 
der rechttvinkKg sind, so folgt also: ,J>a(8 dle$tr»hl» 
büschel in beiden vorstehenden Fällen (a, b.) 
eine: gleichseitige Hyperbel erzeugen, wenn 
mian sie äo. gcfgen- einander riehtet, daf# di« 
Schenkel (s und Si, t und tO der entspreehen- 
den rechte^ Winkel (§. 9, IL) parallel sind.*' 
.^Mnd insbesondere dieSirahlbüsehel B, Bt.^leich^ 

' so 



« 
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m eneagen dt im FalU (a) dnMi Kreis (§. 37.}, md 

im Falle (b) eine gleichseitige Hyperbel. 

Läfst maa die beliebigen Strablbüschel Bt all« 
mahlig in penpediTiscba Lage fibevgeheii, nSmlich da« 
durch dafs zwei parallele entsprechende Strahlen auf- 
einander lallen, welches aUo nur von der hyperboli- 
schen nnd parabolischen Lage ans geschehen kann, so 
sieht man, dab der Kegelsefanilt snletxt In xwei be- 
slimmte Gerade übergeht , wovon die eine der entste« 
hende perspectiviscbe Durchschnitt A und die andere 
der gemeinsciiaflliche (dardb beide 'Mittdponkte B, B, 
gehende) Strahl BBi ist. Bei der parabolischen Lage 
mrerden diese zwei Geraden parallel. 

U£it man dieStrahlbüschei B,Bt in concenirische 
Lage fibergehen, so geht die Hyperbel In cwei und 
die Parabel in eine Gerade über, nämlich in dieje- 
nigen Geraden, in welchen entsprechende Strahlen so* 
aammenbllen, dagegen zieht sieh die Ellipse in den ge- 
meinschaftlichen IMLittelpunkt (BB|) der Stiahibüschel 
lusaramen. 

IlL Beim Kegel im Allgemeinen £nden keine so 
wesentlich yersdiiedene Khssen statt, wie bei seinen 

Schnitten (§. 36.), wohl aber bei einem besondern 
Falle desselben« er kann nämlich, wie folgt, in Grenx- 
Mle Qbcrgehen und besondere Gestalt erhalten. 

Der von zwei projectivischen Ebenenbüscheln 
oder ebenen Strahlbüscheln B, Bi erzeugte Kegel 
(§. 38, U.) «Odert nothwendiger Weise seine Gestalt 
je nachdem die Gebilde so oder anders gegen einan- 
der gerichtet sind, er kann runder oder platter werden, 
und wenn Insbesondere die Gebilde in perspectiviscbe 
Lage kommen, so gdit der Kegel in folgende Grenx- 
nile über: bei den Ebenenbüscheln 91, in zwei 
Ebenen« wovon die eine der perspectivische Durch- 

10 
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sobnitt B (§. 31.) «lenelbea add Ae undere die durch 

beide Axen 91, 9li gehende Ebene (esi) ist (in welcher 
letzteren zwei entsprechende Ebenen £, vereiniget 
sind), und bei deo Strablbftscbeln B, Bi in diejenige 
Ebene, welcbe dorcb die Projectiontexe A dersel- 
ben und durch die Durchscbnittsliiiie (eej der Ebenen 
B, Bi geht« 

LSbt man die nSmliohen zwei Ebenenbfisehel 
ihre Lage alliiiählig so änderen, bis ihre Axcn ^, 9(i 
parallel sind, so müssen nolbwendlger Weise alle 
Strahlen des Kegels mit denselben parallel werden, so, 
dafs sich sein Mittelpunkt D ins Unendliche entfernt 
In diesem besonderen Falle heifst die erzeugte Figur 
nicht mehr Kegel» sondern „Cjündei^/* und zwar 
Cylinder zweiten Grades. Bei dieser besonderen 
Lage der Ebenenbüschel 91, 8fi können, ebenso wie 
bei zwei projectiviscben ebenen Strahibüscheia B| 
in einer Ebene (IL), entweder zwei, oder nur ein, 
oder gar kein Paar entsprechende Ebenen parallel 
sein (§. 31, IIL)> und daher kann die Cylinderfläche 
entweder zwei« oder nur einen» oder gar keinen 
unendlich entfernten Strahl haben, wodurch sich drei 
Klassen von Cjlindcrn von einander unterscheiden, die 
nach der Reihe hyperbolische, parabolische und 
elliptische Cylinder heifsen.^ Die Bedingungen» un- 
ter welchen die Ebenenbflschel den einen oder den 
anderen dieser drei Cylinder erzeugen, sind den obi-^ 
gen» unter welchen die ebenen StrablbQschel B» Bi den 
einen oder anderen der drei Kegelschnitte erzeugen 
(IL), ganz Ähnlich. Dies gilt auch von dem besonde« 
ren Falle» wenn die Ebenenbüschel 91, 9li gleich sind» 
in welchem Falle sie nSmlich entweder den sogenann* 
ten geraden, oder dm gleichseitig byperboUst&en 
Cylinder erzeugen. 
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Wird der Cjlinder von irgend einer Eben» . £ ga- 
echnitten, so werden die ihn erzengenden Eben^ibft- 

in zwei ebenen Strahlbüschelo B, Bi ge- 
itcbnitten, die sich nothwendiger Weise in Hinsicht 
paralleler entoprechender Strahlen in gleichem Falle be^ 
finden, als die EbenenbÜBchel Sf, 9i in Hinsicht paral- 
leler ientsprechender Ebenen (weil parallele Ebenen von 
jeder anderen Ebene in parallelen Geraden geschnitten 
werden)» daher kann die Ebene E den ersten Cjlinder 
nar in einer Hyperbel, den zweiten nur in einer 
Parabel, und den dritten nur in einer Ellipse schnei- 
den (IL). Wird die schneidende Ebene £ den Strah- 
len der Cjrlinderfläche» oder den Azen pendle], 
so geht der Schnitt In zwei solche Strahlen über, da- 
her folgt: „dafs zwei parallele Gerade als 
Grenzfall sowohl von der Hyperbel, als dej 
Parabel, oder als der Ellipse anzusehen sind.* 
Andererseits kann der Cjlinder nur durch solche 
besondere ebene Strahlbüschel B, Bi erzeugt werden, 
die ans parallelen Strahlen bestehen. Es findet bei 
änen Aehnliehes statt» wie oben bei den Geraden 
A, (I.). 

Der von zwei projectivischen Ebenenbüscheln % 
Vi,, oder Yon zwei projectivischoi ebenen Stnhlbfip 
schein B, Bi (deren Strahlen parallel sind) erzeugte 
Cjlinder geht, wenn die Gebilde in perspectivisciie 
Lage gelangen, im ersten Falle in zwei und im an- 
deren Falle in eine Ebene fiber, an£ diesdbe Weise 
wie oben der KegeL 

Einige Eigetttchaften der Kegels ehallte. 

41. Wie bereits oben erwShnt ^.39.), sollen nun 

einige bemerkenswerlhe Sätze über die Kegelschnitte 

10» 



1 
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aos den obigea Fundamentalsätzea (g. 38^11^ IV«) in ge- 

I. Da die projedmadM BezidraDg zweier Gera- 
laden A,Ai bestimmt ist, sobald irgend drei Paar ent- 
e^echenda Punkte oder irgend drei PmiectioDsstrabien 
i» b, c gegeben und, und da eben to die projectiri- 
sehe Beziehung zweier StraUliftediel B, duich dNi 
«Btoprechende Strahlenpaare a und ai, b und bi, c und 

^del* durdi derai JOnrcbschnilie a, 6, Cf i^estiMut 
ist (§. 10, ß), wm folgen mmitteliar nacfastohendo S&lio 
(§. 38, IV.): - • 

«Darck Srgeafl fflaf Tan* „Darcli irgead fftafPanl:- 
geAt^a (1.* «, «) tat te (B» B«, e, I, 0 «>"«r 
•la KegelapbttiU b'eatiaiiBi, £b«ne iti «in KcgelschniU 
Jlh«, fiiif beliebige Gerade bestimmt, d. h., fdaf belia- 
ia eiaerEVene k'S'niieii alle- b ige Punkte in elnerEbene 
«lal einem, aber nar iiegea alleaial in einem, 
>0B einmal' «iuigfii Kegel- aber nur in ei nem aiastg«|i 
■cbiiiit berfibrt werdea.'* Kegelacbnitt" 

Diese Sätze finden iauaer statt, die gegebenen fünf 
Eleneate nUgen. welche' gesenaeitige Lage .haben alt 
tfiav wiH, wenn namlidi' «uek die GrenzflUe» in wel- 
che der Kegelschnitt übergehen kann (§. 40, I, II.), ge^. 
stattet werden; nur in dem einzigen Falle, wo von den 
&tal gegebenen Geraden akli yier in Mem Punkte 
admeiden, oder von den ffinf gegdbenen Unkten vier 
in einer€teraden liegen, ist der Kegelschnitt nicht voll- 
komnen. bestimmt. Wie bei jedem Torgelegteji Falle 
• Gestalt oder Art dee Kegelacbnitta ieicht zn crfor* 
sehen ist, wird später gezeigt. 

IL Aus (§. 24, HI.) sieht man, wie, wenn irgend fünf 
Tangenten, oder irgend fünf Punkte eines Kegelsclmitta 
gegeben sind, alsdann beliebige andere Tangenten oder 
beliebige andere Punkte desselben, mlttelft de8,Lineah 
allein, zu finden sind» 
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UL ÜMh ^ la) Mgli 

1. „Dafs darch irgend ei- 1. ^.Dafs irgend eine Ge- 
nen Punkt in der Ebene ei- rade in der £bene eines 
nes Kegelschnitts im Allge- Kegelschnitts den letzte- 
meinen n n d höchstens nur ren im Allgemeinen nnd 
^ swei Tangenten des letz- liSehsten« nur in xweiPuak- 
tercB geben. Namliph ge^. tea schneidet liiifiUeb Äle 
beB Bwei, eder p«r eine i^esanote €rera4e kaiiii de» 
oder gar .keine Tangenle Kegelfcb^Ufc entweder im 
dnreh dengenamitenPankW swei Pnaktca e.clineideiii 
je nacbdeni dereelke ape* oder nnr in eine« Pnnkt 

• erbalb, eder in,.edertf^ treffen» d,b,, ibn.beribrett» 
perbalb de« Kegelscb mitte oder ilim gar iiicbt' begeg- 
liegt" nen." 

Diese Eigenschaft der Kegekchqilte bewirkt» dafi 
dieselben „Linien der zweiten Klasse*'*) nnd »»Li- 
nien der zweiten Ordnung" genannt werden. Die- 
selben Eigenschaften lassen sich auch« mittelst des Ke- 
gels (§. 36.), Tom Kreise herleiten«. 

' Es folgt ferner (§. 18.)i 

• ■ . • 

3. „Da Ts und wie, «an» 3. „Dafs nnd wie man« 
wenn fünf Tangenten eines wenn fünf Punkte eiaesKe- 
ILegelschnitts gegeben aind, gelsohnitts gegebea aiad» 
obnedafs er selbst gezeich? ohnedafser sei bst gezeicb* 

net vorliegt, die durch ir? net vorliegt, die in irgend 
gend einen Punkt gebenden einer Oersden liegenden 
Tangenten desselben blofs Punkte desselben, blofs 
' durcli Hülfe des Lineals darclj Iliilfc des Lineals 
ziehen k Anne, so ba Id in der- fi n den k önne, sob »l d in d er- 
selben Ebene irgend ein selben Ebene irgend ein 
Kreis (oder sonstigerKege^r Kreis (oder sonstiger Ke- 
schnitt) gegeben iat.*' ^ gelschi^itt, gegeben ist," 

49. L Da durdi Ittnl IQeMenle «in Kegelschnitt 

bestiiuint ist (§. 41« h), so müssca zwischen sechs Eie* 



*) Gergonne nennt eme Conre« an welche ron irgend ei- 
nem Punkte aas» böchateas n Taagente« gehoBt ilae Corre der 
ntcn Claase^ 
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iMUtoi desselben nothwendiger Weise besCimvte Be- 
ziehungen statt finden; diese Beziehungen sind zam 
Theil in (§. 24» 1.) enthalten und lassen sich hier wie 
folgt fibertragen (§• 38, IV.): 

1. „Bei jedem einem Ke- 1. „Bei jedem einem Ke- 
gelschnitte umschriebenen gelschnitte eingeschriebe- 
Sechseck (d.h., dessenSei- nen Sechseck (d. h., dessen 
ten Tangenten des Kegel- Ecken im Kegelschnitte 
Schnitts sind) treffen die liegen) liegen die drei 
drei Hanptdiagonal en, w^l- Durchschnittspunkte der 
che nSmIich die gegenüber einander gegenüber stc- 
stehenden Ecken yerbin- benden Seitenpaare, alle- 
den, in irgend einem Pank- mal in irgend einer Gera- 
te susammen." den.*' 

Und umgekehrt: 

2. „Treffen die dreiHanpt- 2. ,JLiegen die dreiDurch- 
di agonalen eines Sechs- schnitte der gegenüber ste- 
ccks in irgend einem Punk- henden Seitenpaare eines 
i6 snsanimen, so werden Sechsecks in irgend einer 
se.ine Seiten von irgend ei- Geraden, so liegen seine 
Bern bestimmten Kegel- Ecken in irgend einem Ke- 
«ehaitte berfihrt'* gelschnitte.*' 

Den Satz rechts (1.) hat Pascal*) und den links 
Srianchon^*) zuerst bekannt gemacht Pascal 
nannte das betreffende Sediseck „Hewttgrmmmmm my- 
tUßum/' In einer Abhandlung, die verloren gegangen 
ist, soll er eine vollständige Behandlung der Ke- 
gelschnUte auf seinen Satz gegründet haben. Später 
Würde der Pascalsche Satz Tomehmlich von Mao* 
Laurin, Robert Simson und Carnot bewiesen, 
und auch Schwab theilt denselben, im Anhange zu 
£uklides Data, insbesondere Tom Kreise mit Seit 
Brianchon seinen Satz entdeckt hat, erkannte maa 



*) In «einem fitMu stir fes Caniquet- 

0 Im ^lU. üea des JgunuA ä» l*JBeoU PpljItfcAiw;««. 
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besonders die Wichtigkeit der beiden Sätze für die 
BebrachtuDg der Kegelscbnitte, ond deshalb worden sie 
in neuerer Zeit so hiufig und ▼erschiedenartig bewiesen, 
-wie nur selten geometrischen Sätzen gleiche Aufinerk- 
eamkeit zu Theil ward. Namentlich haben sich damit 
die französischen Mathematiker Gergonne, Poncelelf 
Chalet, Sturm, Bobillier u. a. m., der Lelgischa 
Dandclin, und die deutschen Moebius und Plücker 
beschäftiget Die gegenwärtige Ableitung der Sitze 
beleuchtet sie Ton einer neuen Seite, sie zeigt, dafa 
dieselben nicht die eigentliche Grundlage für die Unter- 
suchung der Kegelschnitte sipd, sondern dafs sie Tiel« 
mehr, mit vielen andern £igenschaften zugleich, aus einer 
umfassenderen Quelle, nSmIich aus der Beziehung pro- 
lectivisdier Gebilde, sehr leicht und klar hervorgehen. 
Eine wesentliche Vervollständigung der beiden Sitze 
babe ich zuerst bekannt gemacht, im XVUL Bd. der 
jinnalea de Mathe mßtiques\ dieselbe soll auch hier wei- 
ter unten (im Anböge) wiederum zum Beweise vorge* 
legt werden. 

Die früheren Sätze (§. 23, III.) sind als GrenzMle 
der vorstehenden f^nzuseheui wie man leicht bemerken 
wird (§. 40.). 

Die oben stehenden Sitqse (1, %) kdnnen auch auf 
eine andere Art aufgefafst und ausgesprochen werden, 
und zwar so, dafs statt des jedesmaligen Sechsecks, 
zwei Dreiecke betrachtet werden, welche durch die« 
selben sechs Elemente bestimmt sind, nioilich statt des 
umschriebenen Sechsecks diejenigen zwei Dreiecke, wo- 
von das eine die erste, dritte und fünfte, und das an- 
dere die zweite, vierte und sechste Ecke des Sechs- 
ecks zu Ecken hat, und statt des eingeschnebenen 
Sechsecks diejenigen zwei Dreiecke, von denen das 
eine die eratOi dritte ond fiinfte, und das andere die 
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mwtiie, vierte ihhI Mcbtte Seite deetelben -m Seite« 

hat la dieser Hinsicht lauten die Sätze wie folgt: 

X nTreffcn ^ie drei 6e* 3. Jjlef;eik die dfei Puiilr- 
' radesi irelcke die Bcfce« t«, le weUhea die Seiteo ' 
■Weier in einer Ebene lie- iweier in einer Ebene lie- 
gendenDreiecIce, in irgend gendenDreieclce, in irgend 
einer Ordnung paarweise einer Ordnung paarweise 
genommen« Terblnden^ In genommen, «Itb sohaeiden; 
irgend einem Penlte zo^ Sn irgend einer Geraden, ne 
sammen, so werden die liegen die fibrigen secba 
ebrigen seclis G e r a d e d, Punkte, in welcben dieSei- 
welche dieEcken des einen ien des einen Dreiecks die 
Dreieelts mit denen des an> des anderen scbneiden, al- 
deren Terbinden, allemal lemal in irgend einem Ke*. 
Ton irgend einem Kegel- gelschnitte." (Jnd auch ani> 
schnitte berflbrt" Undancb gekebrt 
nmgelcebrt. 

II. Vermöge der Scblufsbemerkungen in den Salzen 
(§. 38, IV.) folgt, dafs, wie bei der obigen Aufgabe 
(§. 24f Ulf b, fi.) bei zwei schiefliegenden projectivi-' 
ecben Gebilden (A, A^, oder B, B|) die den vereinig, 
ten Elementen (b, Ci, oder d, Cj) entsprechenden Kle- 
mente (b^, e, oder d^» e) gefunden worden, durch das^ 
selbe VerfahreD auch: 

„Wenn fünf beliebige „Wenn ft^^f b el i« b ig <^ 
Tangenten eines Kegel- Punkte einesEegelschnitis 
Schnitts gegeben sind, die gegeben sind, die Tangen* 
Berührungspunkte dersel- ten in denselben nur mit 
ben nur mit Hülfe des Li- Hülfe des Lineals geinn* 
neals gefunden werden den werden können," 
Icdnnen.'' 

Es sind darin zngldcli die nadiBfebenden bekann«* 

teu Sälze entbaUea; 

„Bei jedem einem Kegelr „Bei }edem einem KegeL 
schnitte ^msehriehenen schnitte eiegefeehriebenen 
Fnnfeclce treffen die D{a- Ffinfecke liegen dieDnrch- 
gonalen, welche irgend schniltspnnlcte irgend zwei- ^ 
sweifiekenpaare Terbinden ISeiteapaare und der 
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9*4 dl« G%t^i%f weldi« 9«rtk«e]iaiU«pvmk|« 

dieledefmalige, fttnfleEoke ekenidie ledesmalige (ftafte 
mit dem Berfilirnogspankte Seite mit der Tangente in 
der gegenftker etekenden der gegentber «Cekende« 
Seite Terbindet, einender Eeke bildet, nllemal in ii4 
ift irgend ei»em Pvnrl^tc.'^ gend einer Geraden.^ 

Iii. Die Sfitie in (§. 24, II.) lossen sich hier, mit 
anderem Worteo, wi« Mgt, wicderiiolen (§. 88» lYOs 

1. „Bei allen einem JCe« 1. „Bei allen einem K^gel- 
gelschnitte n ni-«chri eb enc n schnitte ein°:eschri eb enen 

• Vierecken, bei welchen «in Vierecken, bei welchen 
Paar gegenüber stehende das eine Paar gegenüber 
Seiten in irgend zwei fe- stehende Ecken in irgend 
iten Tangenten desselben zwei festen Punkten des- 
ich befinden, liegt der selben sich befinden, geht 
Durchs chniltspunkt der die Gerade, welche die 
Geraden, welche durch die Durchschnittspnnkte der 
gegenüber steliendenEcken gegenüber stehenden Sei- 
gehen (Diagonalen^, in ei- ten yerb.in Je t, durch einen 
uer und derselben be- und denselben bestimmten 
atimmten Geraden, die Punkt, der niimlich in den 
nSmlich durch die Berüh- zu jenen featen Ponkten ge- 

^ rungspnnkte jener swei fe- kSrigen Tangenten liegt 
atea Tangenten geht** (ikr Dnrekacknittapnnkt 

iat).'^ 



aUgeilieiii bekannten Sfttze werden kiirxer; 

wie folgt, ausgcsprocken: 

2. „Bei jedem einem Ke- % M^ci jedem einem Ke^ 
gelschnitte amschriebenen gelschnitte e ingesekriebe- 
Vierecke geken die beiden nen Vierecke liegen die 
Diagonalen nnd dieGeradei Dnrebacknittspnnkte der 
welche die Berflhrungs- gegenfiber stehenden Sei- 
punkte Bweier gegenfiber ten nnd der Dnrckacknitt 
stehender Seiten verbin- der Tangenten in zwei ge- 
det, durch einen nnd den- genüber stehenden Eekeny 
aelben Pankft.** in einer Geraden.** 

Oder für das vollständige Vierseit, welches durch 
irgend yier Tangenten eines Kegelschnitts gebildet vf 'ad, 
und KMr dai ▼olbtindige Yaereck, welches dnrdi ir- 
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K6g6l8cliiiit(0 b6StlRiiiit wird, 

da jedes drei einfache Vierecke (odel* Vierseile) ent- 
b&lt (§• folgen daraus aDmittelbar oachstelieiide 
Eigenschaften: ^ 

3. „Werden irgend vier Tangenten eines 
Kegelschnitts als ein vollständiges Vierseit 
and ihre vier Berührnngspankte als ein yoU- 
stSndiges Viereck angesehen, sind etwa A, Ai» 
Aj, A3 (Fig. 39.) die vier Tangenten und ^,01^0,, 
üa die vier Berührungspunkte, so findet zwi- 
schen denselben folgende Beziehung statt: 

Die drei Diag;onalen 6g, D!e drei Darcli s clinitte 
Cf, bc des vo!lständi«;en jP, 9» I der gegenüber ste- 
Vierseils fallen mit den henden Seiten des voll- 
drei Geraden jrt), fj, l)J, wel- ständigen Vierecks fallen 
che die Darchsclinitte jr,t), ) mit den drei D urchschnit- 
der gegenüber stehenden ten )f, 9, { der Diagonalen 
Seiten des vollständigen des volIständigenYierseits 
Vierecks Terbindeoi zu- zusammen.*' 
8 a mm e n.'* 

Zufolge dieses Satzes kann man alsOi wie man 
siebt, sehr leicht mittelst des Lineals: 

4. „Wenn irgend vier 4. „Wenn irgend vier 

Tangenten A,A,, Ag, A3 ei- Punkte a,0,,fl;j,Ö3 eines Ke- 

nes Kege Is ch n itts und der gelschnitts und dieTangen- 

Beriihrungspunkt einer der- te in einem derselben, etwa 

selben, etwa d, gegeben A, gegeben sind, die Tan- 

ßind, die Berührungspunk- genten A,, Ag, A, in den drei 

te a, , O2, der drei übri- übrigen Punkten finden." 

genTangenten finden." Denn Denn durch die vier Punkte sind 

durch die vier Tangenten sind die Geraden jcp. JPJ, bestimmt, 

die Punkte jr , 9 « i gegeben, durch diese und durch A sind 

durck diese und durch jvverdea die Punkte t, <, b gegeben, wel- 

die Strahlen d, c, b hettimmti che in den gesachten Tangenten 

mlchednrchdiegeaachtenPankte A3, A«, A^ liegen. 
«*» ««» «f 6«h««. 

IV. Die Sätze in (II. und III.)» nebst Tielen ande- 
ren SItieiiy kann maUi ynt es einige französische BCalhe* 
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nfttiker gedian haben, dadurch ans den Sfttzen in (L) ab- 
leiten, dafs man von den jedesmaligen sechs Elementen 
des Kegelsciinilts allmählig ein oder zwei Paar, u. s. 
sich rereinigen läCst« Auf diese Weise folgen z. B., wenn 
man in (I, 3.) die beiden Dreieclie (sowohl links als 
rechts) sich allniMiIig so veränderen läfst, dafs die Sei- 
ten des einen zuletzt den Kegelschnitt berühren, wo« 
bei dann nothwendiger Weise die Ecken des anderen 
In die BerQhrnngsp unkte der Seiten des enteren zu lie« 
gen kommen, unmittelbar nachstehende bekannte Sätze: 

1. nBci {«dem einem Ke- I. „Bei jedem einem Ke^ 
gelsehnitte nmschriebenen gelschnitte elngeschriehe- 
Dreie'ek treffen die drei nen Dreiecke liegen "diir 
Geraden, welche die Ecken drei Punkte, in welchen 
mit den Berfihrnngspank- die Seiten Ton den Tangen- 
ten der gegenflher stehen- ten In den' gegenftber Ste- 
den Seiten verbinden. In henden Ecken geschnitten 
irgend einem Punkte sm- werden, in irgend einer 
sammen»** Geraden.** 

Und umgekehrt: 

2. „Zieht man ans den 2. „Schneidet man die 
Ecken eines Dreiecks Seiten eines Dreiecks 
durch irgend einen Punkt durch irgend eine Gerade, 
drei Gerade, so hegegnen so sind die drei Geraden, 
diese den gegenfiber ste- welche die Durchschnitte 
henden Seiten in drei sol- mit den gegenüber stehen- 
chen Punkten, in welchen dfn Kclen verbinden, Tan- 
sie von irgend einem he- gcutcn irgend eines be- 
stimmten Kegelschnitte be- stimmten, dem Dreiecke 
rährt werden.*' nmschriebenen Kegel- 
schnitts." 

Man sieht, wie man yermOge .dieser Sfttze sehr 

leicht: 

3. „Wenn Irgend dr>i 3. „Wenn irgend drei 
Tangenten eines Kegel- Punkte eines Kegelschnitts 
Schnitts und die Berüh- und die Tangenten in zwei- 
rungspnakie aweier dersci- en derselben gegeben sind. 
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ben gegeben sind, den Be- die Tangent« in drtitea 
ruhrungspunkt der dritten finden k«9n»** . 
finden kann." 

Die Torstehenden Sätze sind vieler Folgeningen 
fähig» die aber gegeowärtig iiicbt ausgeführt werden 
dürfen; spiter toli eiii TMI davon cntwickeit werden« 
Eine groCie Reihe Ton SMzen, mit denen sie in Be- 
gebung sieben, babe ich im ersten und zweiten Hefte 
, des XIX. Bandes der Amudm ife MaMmaUfUM b^ 
bannt genuicht 

43. I. Andere Beziebungen zwischen sechs gleich* 
namigen Elementen eines Kegelschnitts (§. 42, 1.) grün- 
den sich auf . die Gleichheit der Doppelverbftitnisse bei 
pro jectlviseben Gebilden^ nnd lauten wie firfgt (§. 10» a. 
und §. 38, III): 

1« ^ci irgend sechs Ttn» 1. ^Bei irgend sechsPanlc* 
gasten eines Kegeleehnitte tan eiaeaKegeitcbnitts be« 
werden je swei Ton den stimmen ]• iwei »it den 

jedesmaligen rier flbxigen Tier übrigen solche Strah« 
so geschnitten, dafs die len» dafs die Doppelver- 
D o p p e 1 y er bfi Itniss e aus hSltnisse der Sinusse der 
den Abschnitten gleich dazwischen liegenden Win* 
•ind.** Oder kel gleich sind-^' Oder 

nirgend vier feste Tta* Jrgend Tier feste Paqk- 
genlen eines Kegelschnitte te einee Kegelschnitts be* 
schneiden alle abrigen stimmen mit jedem ander« 
Tangenten desselben nach Punkte desselbett fXtf 
einem und demselben Dop- Strahlen denen ein und 
f elTerhiltnifae«** daaselba Doppei.Terhiitnif« 

sakommt** 

Und umgekehrt: 

2. «Alle ro5glichen Gera- 9b «Alle möglichen Pnnkv 
dei|» welche von irgend te, welche mit irgend vier 
rier festen Geraden nach festen Punkten vier solche 
einem ond demselbenDop- Strahlen bestimmen, de- 
pelverhHltnifs geschnitten aen ein gegebenes Doppel- 
werden, sind, sammt den Terhällnifs zukommt, iie- 
Tier festen Geradeni Tan- gea in irgend einem, dnrch 
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genten irgend eines b e- die vier festen Punkte ge- 

• tinmten J^egelscknitts." headea KegclichaiiU" ~ 

Bk. SstM Unks «ind» oalir «idmr Form abge- 

fa(st, bekannt« 

Die vieieo FolgeniogcHy die sich aus den Torste- 
lieiid«D SUtmk xiebea lamo» mQmn bier übergnogen 
w^d'en; nur der nacbstebende besondere Fall toU ge- 
genwärtig in Betracht gezogen werden. 

U. Wenn bei den vorigen Sätzen die erwShntefi 
DqiHpelirerbälUiiBie den besmderen Werlb «■ 1 hibeaj 
$• dafs alio die fedesmaligen * befreffieadeD tier Ele- 
mente harmonisch sind (§. 12, II.)» £0 lauten die Sätze 
innheiaadere wie folgt 

* 1. „Schneiden Tier Tan- 1. „Bestimmen vier Punk- 
genten eines Kegelschnitts te eines Kegelschnit Is mit 
irgend eine fünfte harmo- irgend einem fünften har- 
nisch, so schneiden sie moniteb« Strahlen, so thun 
auch jede andere Tangente aiemitjedem anderenPunlt- 
deeeelbea ebtvee»^ te deaselliea ein Gleiehea.** 

Und umgekebit: 

% fpAlle Geraden, welelie 2. „Alle Paakie,' welche 
Ten irgend rier feiten Ge* mit irgend rier featenPnnl« 
reden harmojiisch geedinit- ten Tier beriaeniteheStrab- 
ten werden, berttbren ei- len beetiane'n» liegen in 
nen * beetimmten Kegel- einem beetimmten Kegel- 
•ebnitt, welebe« aneb Ton eebnltt, der dnrcb jene fe- 
Jenen fetten Geraden be» eten Paakte gebti** 
f abri wird.** 

Die Tier festen Tangenten sollen in Bezug auf den 
belreiienden Kegelaichnitt «vier barmottiecbe. Tan- 
genten,^ und DDigeLehrt soll der Kegdaebnitt in B«> 
zug auf das durch jene gebildete Vierseit »der ein- 
4;e8cbriebene harmoniacbe Kegeiacbnitt" g^ 
aaaat Trerdeo» £bea so aoUen andeimeita die vier 
festen Punkte in Bezug auf den zugehörigen Kegel- 
acbnitt »Tier barmoniscbe Punkte»" und uiuge- 
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kelirt der Kegelschnitt ia Bezug auf das durch die 
Punkte bestimmte Viereck »der nmschrie'bene Lar* 
monlaebe Kegelschnitt*' heifsen. Um diese El- 
genscbaften vollständig aufzuklären, müssen hier noch 
folgende Betrachtungen hinzugefügt werden. 

Sind Ai, A«, A« (Fig. 40.) irgend vier hanno-i 
Bische Tangenten eines Kegelschnitts und ist eine 
beliebige fünfte Tangente desselben, so sind also die 
Tier Punkte ^, t, f, 1, in welchen sie von jenen ge- 
•ebnitten wird, harmonisch. Nun sind b. B. A and A4 
in Ansehung der Punkte, In welchen sie Ton den fibrl- 
gen Tangenten geschnitten werden, projecfivisch, und 
zwar entspricht dem Punkte f) in A« der Berührung»* 
pnnkt a in A (§• 38, IIL)» so daÜB also den vier Punk- 
ten ^, t, fy l in A4 die vier Punkte 0, 6, c, b in A ent- 
sprechen; folglich sind auch die vier letzteren Punkte 
harmonisch. Gleiches folgt für die drei übrigen Tan« 
genten Ai, Af, Ag. Wenn aber sowohl e^ h als 
t, t, dtf 0 harmonisch sind, so müssen die drei Gera- 
den be, aa^, bg einander in einem und demselben 
Punkte f treffen 12, und §. 14.). Aus gleichen 
Gründen liegen die Berflhmngspunkte Oi, e« der sich 
zugeordneten harnionischen Tangenten Aj, A3 mit dem 
Durchschnitte € der beiden übrigen A» As in eii^er Ge- 
raden Cdittf 

Sind andererseits B, Bi, B,, B3 (Fig. 41.) irgend 
Tier harmonische Punkte in einem Kegelschnitte, und 
ist B4 ein beliebiger fünfter P4inkt desselben, so sind 
•also die Vier Strahlen h» i» k, 1 harmonisch» und da die 
Strahlbtischel B« und B in Ansehung der Strahlen h, i, 
k, 1 und a, b, c, d, wo nämlich a die Tangente im 
Mutelpunkte B ist, pro)e«i?isch sind (§. 38, III.), so 
sind folgiieh auch, die yier Strahlen a, b, d barmte 
nisch. Gleiches ündet für die drei übrigen Punkte 
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Bi, B,, B, statt Wenn aber mwoM c, b, a, d als 
c, dl, g harmonisch sind, so müssen die drei Punkte 
Bi» tfBt io dner Geraden liegen (§. 12^ luid 14.), 
Aos Shnllchen Gründen mflisen die Tangenten a^, as 
in den zwei sich zugeordneten harmonischen Punkten 
Bi, Bt mit der durch die zwei übrigen (zugeordneten) 
Punkte Bf Bt bestimmten Geraden c in einem Punkte 
t zusammentreffen. 

Aas dieser Betrachtung fliefst Folgendet: 

3. „Irgend yier harmoni* 3. „Irgend Tier harmoni- 
sehe Tangenten eines Ke- sehe Punkte eines Kegel- 
^ gelschnitts haben soUke seknUt« haben solche Be- 
il Beziehung zn einander, sieknng an einander, daTs 
daTf a) der Berftkrungs- a) die Tangente in jedem 
pnnki einer jeden in den in den drei Siraklen, wel- 
drei Punkten, in welcken eke er mit den drei flbrigen 
^ sie Ten den drei Übrigen bestimmt, der rierle har- 
,1) geseknitten wird, der riefw meniseke Strekl ist, and 
te karmoniseke Pnnkl ist, zwsr dem|enigen sageordr 
und zwar demjenigen snge- net, welcker durch den, 
i ordnet, in welekem die je- dem jedesmaligen Punkte 
desmalige Tangente Ten angeordneten Punkt gekt$ 
^ der ihr zugeordneten ge- nnd dafa die Tangenten 
■cknitten w(rd; nnd dafs in je zweien zugeordneten 
A dioBerllkrnngspunkte je Paukten und die Gerade, 
:l iweiar angeordneten Tan* weleke die swei flbrigeA 
^ genten nnd der D nrck* Punkto Terbindet,dttrek ei« 
•cknitt der swei i&brigelt neu Punkt geh ea** Und umge- 
^ Tangenten in einerGeraden ke]irt:/),J)rfllllenTier Punk- 
Ii egen." Und umgekdirt: y) te eines Kegelschnitts eine 
I ;,Brlfillen Tier Tangenten der swei Bedingungen («}, 
eines Kegelscknitts eine (^jfSO sl n d sie karmonisck?* 
der swei Bedingungen (a). Daher folgt weiter (/ links): 0) 
so slndsie karmonisch.** „dafs Tier Tsngenten einea 
DÄer folgt weiter (/ reelits): ^ Kegelaoknitts, die ikn in 
M-dafs Tier karmonische yier harmonischenPnnkteu 
Tangenten einen Kegel- berühren, ebenfalls karmo« 
•eknitts diesen In T i e r nisck sind.** 
harmonischen Paakteu he> 
rihren.'* 



% 
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heiMk Aafjgaben mIit leicbt Idien« 

. 4. „Die einem gegebenen 4. „Die einem gegebenen 
"Vierseit eingeschriebenen Viereck umschriebenen 
drei harmonischen Kegel- drei harmonischen Ke<;el-> 
schnitte zu finden, d. h., die schnitte zu finden, d. h., die 
Punkte anzugeben, in wel- Tangenten anzugeben , von 
eben sie die g;egeb€)ll($ll Ge- welchen sie in den gegebe* 
radeu berühren/' nen Punkten berührt wer- 

den.'» 

Da nämlich die Seiten des gegebenen Yieneits, et- 
m A, Au A), Aa (Fig. 42.x verschiedene Ar- 

ten einander zugeordnet werden können (§. 4.), uUmltch 
entweder a) A und Ai, Aa und A«, oder b) A und 
As, Ai und Aa, oder c) A nnd A«, Ai nnd A«, §& 
giebt es anth d^iel eingeschriebene harmonische Kegel- 
schnitte, deren Berührungspunkte unmittelbar wie folgt 
gefunden werden. Sind jC, 9, | die Durphscbnitte der 
drei Diagonalen des VierseitSy so müssen, im Falle (a^ 
die Berfihrungspunkte i, t\ einerseits mit g (3, ß.\ und 
andererseits mit ^ (§. 42, III.) in einer Geraden liegen, 
folglich müssen sie in der Geraden g ^ liegen. Ebenso 
sind die zwei übrigen BerOhrongsponkte (t, durch 
die Gerade gegeben* Ans gleichen Gründen sind 
im Falle (b) die beiden Paar Berührungspunkte a und 
Oa, Ol und a« mittelst der Geraden f^, (gegeben; 
.und ebenso werden im Falle (c) die gesuehlen »wei 
Paar Berlibrungspunkte ^ und ^1 und blofs durch 
Ziehen der Geraden t>i gefunden. — Andererseits, 
d. h.9 bei der Aufgrfie rechts, werden die §esndite« 
Tankten durch ein entsprechendes Verfahren ^Am- 
den, was Jeder leicbt wird ausführen können. 

6.,, Zu irgend drei gegebe- 5. ,,Zu irgend drei gegebe* 
nen Tangenten einesKegel* nen Punkten eines Kegel- 
echnitts die vierte iiarmo- sbnitts den vierten barma- 
niscbe sa finden. niicben zu finden." 

Es 
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Es darf kaum erinnert werden, dafs die Auflösung 
dieser Aufgaben unmittelbar aus (3, ß) folgt. Jeder 
Aufgabe kommen, TermOge der yerschii^enen Zuord- 
nungen, drei Auflösungen zu. 

So wie zu zwei festen Punkten ^, f in einer Ge- 
raden A4 (Fig. 40.) unzählige Paare von zugeordneten* 
harmonischen Punkten i, f möglich sind (§. 8, HI.)» 
ebenso sind also auch zu h*gend zwei festen Tangen- 
ten A, Aj eines Kegelschnitls unzählige Paare von zu- 
geordneten harnionischcn 'J\ingcnlen A^, A^ niöglich, 
nnd es mufs/zufolge (3^ ß)^ der Burcbschnitt f eines 
jeden der letzteren Paare in der Geraden aa, liegen/ 
welche durch die Berührungspunkte jenes festen Tan- 
gentenpaars geht, und die verschiedenen Paare Bertth- ^ 
rungspunkte derselben mOssen in Geraden ^i^^ 'lie- 
gen, welche sSmmtlich durch den Durchschnitt c der 
festen Tangenten gehen. Andererseits folgt Entspre- 
chendes. Daher folgen weiter nachstehende Sätze: 

6. „In Bezug auf irgend 6. „In Bezug anf irgend 
zwei Tangeulen A, Ag eines zwei Punkte B, Bjj eines 
ke<;elsc1initts giebt ei an- Kegelschnitts giebt es un- 
zäblige zugeordnete harino* lihlige zugeordnete har 
nische Tangenlenpaare, monisehe ' Pnnktenpaare, 
nimlfeh jede swet Tangen^ ntmlich jede swei Pank- 
ten (A^, Aj), deren Dnrch- te (B«, B,)« die in einer G.e- 
•chnitt (0 in derjenigen reden (f) liegen, welche 
Geraden Mf Hegt, welche dnrch den Dnrchsehnitt 
durch dieBer&hrnngspnnk- der Tangenten in jenen 
te jener swei geht, sind ein Punkten g«ht, sind ein «ol- 
solchea Paar.*» «hes Paar.** 

Diese Sütze gestatten verschiedene UmkehniDgen» 
wovon einige, als Theüe umfassenderer Sätzen im nftoli-, 
sten Paragraph folgen*). 



- *) Auch enthalten sie besondere FSlIe, die spSier, bei Unter- 
snchnng der conjogirten Durchmesser der Kegelsclmilte* in Betmdit 

11 
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Ilarmoniscbe P«le^Vttl Gerailft ili Bezog aaf einen 

Kegelschnitt. 

44. Aus Torherf eilenden Sülzen folgt leicht eine 
merkwfirdige Eigenficbaft der KegelscbniUe » die für, 
fiinndierlei Untersocbungen sehr fruchtbar und in neue- 
<rrr Zeit, seit Monge sie in Anregung gebracht, mit 
gvtem Erfolge benutzt worden ist Das Wesentlichsle 
davon soll hier kurz angedeutet werden» . 

Es seien A, A,» A,, A, (Fig. 43.) irgend vier Tan- 
genten eines KegelscbniUs und <t, a,, n,, (I3 ihre Be- 
rfihning^^kte» so kommen dem Vierseit AAiA,Aa 
und dem Viereck n«!««««; auCser den in (§.4% in,3.) 
angegebenen Becfehungen, auch noch die in (§. 20, I.) 
auitgesprochenen Eigenschaften zu, wonach unter an- 
deren z. B* die vier Strahlen {a» 19, }As, ip harmo« 
msch sind. Diese StraUen werden also jede Gerade 
harnionisch schneiden (§. 8, II.), so dafs sowohl die 
vier Punkte a, r, a«, als a, t), a,, u, als ni, 1;, (13, t>, 
als at» All f harmonisch sind. Vermöge dieser Punkte 
' sind ferner sowohl die Tier Strahlen f^i, f^, fdt, f^, 
als eOi, tif edi, harmonisch. Da zu den drei Punk- 
ten <ly Oa» tt nur ein einziger, dem tt zugeordneter, 
vierter Bannonischer Punkt p mügiich ist, somufs also, 
wenn der Kegelschnitt nebst den Tangenten A, A, und 
der Geraden CU fest bleiben, die Bertihrungssehne 0, 03 
der Tangenten Ai, A« slcts durch denselben fcftcu 
Punkt '9 gehen, wo man auch den Durchschnitt f der 
Tangenten auf der' festen Geraden Ctt annehmen mag; 
aus ähnlichen Gründen mufs, wenn der Kegelschnitt 
Bebst den Tangenten A, A« und der Geraden ^r fest 



Irommen, nämlich man wird finden: dafs die Scheitel irgend xtreler 
conjugirlen Darcbmesser eines Kegelgclinitts vier hanneolscbe PanUe» 
ond die ihnen EugeUörtgen Tangentea Vier harmonbchc Tangenten 
dciselbcii sind. 
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bleiben, die Gerade ai Os, welrhe die Herfihrangnpankte 
der Tangenten Ai, Af verbindet» immerhin dnreh den 

festen Punkt jc gehen, wo man anch den Durchschnitt 
e dieser Tangenten längs der festen (geraden br bin- 
rOcIien mag. Wird noch bemerkt, dafa zufolge (§• 4^ 
II, 3, die Gerade bt durch die BerOhmngspunkte^ 
j>, q d<T sich in p schneidenden Tangenten jcp^ geht 
(dies nQrde auch folgen, wenn man die drei Punkte 
e, a., ai allmfihlig mit p oder ^ xosammen fallen llebeX 
so folgen zusammengenommen nachstehende Sätze: 

I. v^reht sich eine Gc- I. „Bewegt sich ein Punkt 
rail« (a,a,, oder a,a2), die ei- (f oder f) io einer festen Ge- 
lienKegelschnitt schneid«!, raden (y oder z) in der Ehe- 
am irgend einen (in ihr lie* b« alaet Kegelschnitts: 
genden) festenPtfttkt (9oder «) so geht diejenige Gera- 
u) so ist der Ort detje- de (▼ ödere), Woleke za den 
nIgenPankts (t» oder i), wel- swel dnreh den Paplt ge- 
eher la den swei Dnrch^ henden Tangenten (A|,A,| 
■ehnittspnnktea (if »ij, oder oder A,* A,) and dor faatea 
«1, ttg) und dem festenPonk* Gcradeii die vlertei der 
te der TiertetUnd iwardem letsteren sageordnete, har* 
leisterea sngeordnete, har> ntonische 6erade(Str»M)iit, ' 
-ttonische Pnnkt Ist, eine dnreh einen hostimntee 
hestiinmte Gerade (yoderx); Pnnkt (9, oder f); mad am 
nnd ^ in- dieser Geraden diesen Pnnkt dreh4 aieh so« 
bewegt sich tnglclch der gleich diejenige Gerado 
Durchschnitt (f oder e) der* (a,S,, oder ll{t(), welche 
jeaigen swel Taageiiten dnreh die Bertthrnagspnnk* 
(A„ A,, oder A, , A,"^, dnreh te(e,,a3«oderi|^,)der {edes- 
deren BerÜhrongspnnkte maligea swei Tangenten 
jene bewegliche schnei* geht.** 
dende. Gerado geht*' 

Vermöge dieser merkwürdigen gegenseitigen Bezie- 
hung des Punkts p oder f und der Geraden y oder x 
im VerhSlfnÜs zum Kegelschnitt (a), soll in der Folge 
die Gerade „die Harmonische des Punkts/' und 
der Punkt „der harmonische P-ol der Geraden** 

11* 
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in Bezug auf den KegelscliniU lieifstcn*)^ Man sieht 
dafs je nachdem der Punkt innerhalb» wie oder • 
aoCserhalby wie de« Kegekcboitts liegt, aeineliar« 
monische dem Kegelschnitt gar niclit begcgnet> wie 
y, oder ihn schneidet) >vie und zwar ihn in den 
Berührungspunkten ^ der durch den Punkt ^ ge- 
hendeo TangenteD scfaDeidet) bereite oben bemerkt 
worden; so daCs also »der Durclisebnitt irgend 
zweier Tangenten eines Kegelschnitts der har- 
monischePol der durch d icBerühruogspunkte 
gehenden Geraden ist;** dafs also z.B., e die Har- 
monische des Punkts e, f die HannöDische des Punkts 
f, c die Harnionische des Punkts c, u. 8. w., ist. Dem- 
nach geht die Harmonisrhc jedes Punkts (f, ) 

der Geraden Y durch den. harmonischen Pol der letz- 
teren. Gleiches findet auch bei der Geraden X statt, 
nämlich nicht nur die Harmonischen der aufscrhaib des. 
Kegelschnitts liegenden Punkte e, sondern anch 

die der innerhalb liegenden, wie etwa gehen durch 
den Pol denn da die vier Punkte Oi, n,, har- 
monisch sind, so liegt in der Harmonischen s des 
Punkts i. Daher folgt (was zum Theil, mit anderen 
Worten ausgesprochen, im Torstehenden Satze (I, 

enthalten ist): 

« • 

IL „Die harmonischenPo- Ii. ,J)ie HarmoaUchten al- 
le aller Geraden, die durch ler Punkte, die in irgend* 
irgend einenPiinkt (9 oderjrj einer Geraden (yoderx) lie* 
gehen, in Bezog auf einen gen, in Bezng auf einen Ke^ 
Kegeltehniti» liegen in ei- Igelschnitt, gehen durch ei- 
ner heatimmten Geraden nen hestimmten Punkt (|> 
(yoderxXnSmlich in derHar- oder jt), nämlich durcli den. 
moaiechen jenes Pankts." harmonischen Pol jener 

Geraden.'* 



*) Die fraasSsisi^en Itatheauitiker ttenaca sie gew5hnlich 
scUechthia Palalre ond Pol. 
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Oder kürzer: 

^Gcht eine Gerad« dntth . »Liegl Paukt in ir* 
irgend einen Punkt, so gend einer Geraden, so 
gekt die Harmoniaehe det U^gt der Pal der feisteren 
letsteren durch ihren hart in f eip^r Q«rnianU<ilicn.'* 
»oniaclien Pol«** 

Man vrird bemerkeoi dafs Beides im Grunde nur 
ein und derselbe Satz ist. In der Folge sollen irgend 

zwei solche Gerade, von denen jede durch den har- 
uiuuiscbcu Pol der andern geht, „zwei zugeardnetc 
barmonische Gerade," oder scMechthin „zwei 
zugeordnete Harmoniscbe," und ähnlicher Weise 
sollen ihre Pole „zwei zugordnetc harmonische 
Pole*' beifseu* Es siad abo sowohl y und als x 
und Z| als z und y» w., zwei zugeordnete Har- 
monische» und sowohl und 9, ^ und \) und o. 
s, w. , zwei zugcordnele hamionische Pole. Ferner sol- 
len )e drei Geradci von denen jede durch die bar- 
monischea Pole der zwei übrigen gebt, wie z«B. x^y, z, 
oder X, e, s, ,,drei zugeordnete Harmonische," 
und ebenso je drei Punkte, von denen jeder der Durch- 
schnitt der Harmonischen der zwei übrigen ist, wie z. 
B. I» oder f , e, »drei zugeordnete bariuo- 
n Ische Pole" genaivit werden« Die DorchschniUe 
dreier zugeordneten Harmonischen, sind, wie man sieht, 
zugleich drei zugeordnete harmouiscbe Pole, und auch 
umgekehrt. 

Da die drei Geraden x, y, z, so wie die drei 
Punkte souühl durch das vollständige Vierscit 

AAiAsAsf als durjch das i^ollsländige Viereck aaia^a^ 
bestimmt werden » so folgen unmittelbar nachstehende 
Sätze: 

III. ,«Alle einem vollslän- III. „Alle einem (TollatXn- 
digenVieraeit AA|AsAk ein- digen) Viereck atiS^Sj um- 
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gef chrl«beBeiiK«geUebail- leirkbeneii KegelfcbnUie, 
te, babea gemeUtcbaftlich h • b e 9 gemeUtcbaftlicb 
drei ittgeordoele Harmonie drei f «geordnete harmoni- 
• cbe und drei zogeordne- aebePole and drei logeerd- 
te harmonisch e Pole, nlm« nete Harm'oniacbe , nini» 
lieb die drei Diagonalen x, Heb die dreiDnrebaeliniUe 
j, X des Yierseita^nnd ibre der gegenfiber stehendep 
DnrcliacbillUe jr, 9^t^ Seiten nnd die durch aie 

beatimmten Geraden.** 

Nach dem festgestellteD Plane darf diese frucht- 
bare Belraclituog gegenwärtig nicht iveiter pulwickeU 
werden; nur folgende Aufgaben, die mittelst des li- 
nealt sehr leiciit zu lösen sind, luügcn hier noch Platz 
finden j ^ 

IT. »l^ie Harmoniaebe Ir* lY. ,,Den barmonis^nn 
gend eine« g e g e b eaen Pol einer gegebenen Gera- 
PaabU« in Besag anf einen den, in Besn]^ auf einen ge- 
gcgebenen Kegelaebnitt sn gebenen Kegelachnitt an 
liaden,** finden." 

Es sei etwa f oder p der gegebene Punkt (links). 
Blaii ziehe durch demselben irgend zwei den Kegel- 
schnitt schneidende Gerade d, e, oder c, f, Terbinde 
die jedesmaligen vier Durchschnitte a, a», n,, tta paar- 
weise durch zwei Paar Geraden b und g, c und i, oder 
h und g, d und e, so liegen die Durchschnitte |» p, 
• S» f dieser Geradenpaare, zufolge der oben an- 

gegebenen Beziehungen, in der gesuchten Harmonischen 
X oder welche also gefunden ist« Auf diese Weise 
suche man, nm die Aufgabe rechts zu lösen, zu irgend 
zwei Punkten der gegebenen Geraden die Harmoni- 
echeu, so ist der Durchschnitt der letzteren der ver- 
langte P4)l (ü), 

Yt „An einen (gezeichnet voiliegenden) Kegel- 
•ehnitt, mittelst des Lineals, Tangenten zu 
ziehen, die durch einen, auferhalb desselben 
liegenden, gegebenen Pnnl^t f gehen. 
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Maa ftuchei nach (IV*) link«, die HannoniMhe % dei ^ 
gegebenen Ponkts und verbinde die Punkte p, q, iu 
^telcbeo sie dem Kegelschnitte begegnet, mit dem ge- 
gebenen Punkte dorcb Gerade» so find diese die ver- 
langten Tangenten (infolge der oben Hebenden Be- 
trachtung). 

45. Die vorhin C§*44.) entwickelten Sütze über har» 
noniache Gerade und Pole sind die Fundamental- 
aätze von einer sehr fruchtbaren geoiiielrlachen Unter- 
sut'huiig, die in der neuesten Zeit von französischen 
Malhcmatikern mit grufsem Erfolge augewaudt und aus- 
gebildet n^orden« Ich uiuCb mir vorbehalten, apftter 
auf diesen Gegenstand surOekuikonuiien (in vierten 
Abschnitte), wo alsdann nicht allein grofse Reihen von 
Sätzen und merkwürdigen Eigenschaften entwickelt wer- 
den, sondern auch das eigentliche Wesen «des Gegen« 
Standes gründlicher nnd umfassender enthntit werden 
wird. Denn in der That wird sich zeigen, dafs weder 
das Vorstehende (was hier nur beiläufig entwickelt 
«wurde), noch die Art und Weise, wie der Gegenstand 
bisher von Anderen bebandelt worden, über die innere 
I^alur und die eigentliche Bedeutung dieser Eigenschaf- 
ten gehörige Auskunft giebt, sondern dafs vielmehr 
dieser Gegenstand, wie er bisher aufge&lst und erkannt 
worden, nur ein Theil eines umfassenderen Ganzen 
ist, wovon der andere Theil, der mit jenem in sehr 
naher Beziehung steht, unter anderer Gestalt längst all- 
f^emein bekannt war, nnd dafs endlich die gcmeinsclMifl- 
lichc Urquelle beider Theile aus einer eigen thüm- 
lichen Verbindung projectivischer Gebilde 
entspringt*). 



*) Dadurch wird unter auderen aueh die merln^ürdigf Ei^en- 
ftchafi voa sechs Punkten in einer Geraden, die von Uti»argutiii 
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Um Itter nur an einepn Beispiele die fmcbbare An- 
wendung d«r im Vorher|;ehenden aufgestellten Eigen- 
schaften der bamionischen Geraden und Pole zu zci- 
i;tBv >oU ein vön Brianehon gefandener merkwürdi- 
ger Sato Ober Kegekcbnif te *) dnrdi dieselben bewie- 
sen werden. Der Satz wird durch folgende Aufgabe 
herbeigeführt« 

„Wenn in einer Ebene „Wenn in einer Ebene 
Bich irgend zwei Kegel- sich irgend zwei Kegel- 
•ehnittc K, K, befinden, scholUa K, K, befinden, 
welchem Ge^ta tiatl dasa welehen Geseta siad dann 
die den Ttageaien des ei- die dea Pnakten des einen 
nen K|, in Beiiehung anf K|, in Besiehnng anf den 
den aadereaK, eatspreehea- anderen K, entap rechenden 
den harnoaischea Pole an* Harmenischea aaierwor» 
lerworfen?»»»*) fea?* •*) 

Es seien a, b, c, d, e, f irgend sechs Tangenten 
Um des Kegelschnitts nnd 6, c» e, f die ihnen 
entsprechenden barmoniscben Pole. Das Scchsseit 
a b c d e f bat die Eigenschaft, dafs die dreLDiagoualen, 
welche die g^entiberstehenden Ecken TerbuideD, ein-« 



„Involution** genannt wurde, und mit der sich nach ihm ver- 
. echiedene Mathematiker I^rschäftiget haben, auf eine sehr einfache 
and befriedigende Weise aulj^eklart werden, 

*) X» CoJUer du Journal d9 VBeoU Po2yfeeJbi«f »«• 

Wean in der. Ebeae eines Kegelsdii^ts mehre Gerade' 
oder Panicte angenommen werden, die in Ansehnng ihrer gegen- 
seitigen Lage irgend einem bestimmten Gesetze unterwoffim sind, 
so Icann gefragt werdoi, welchem Gesetze die ihnen , in Bezug anf 
dea Kegelschnitt, eptsprcchenden haimoniscben Pole oder Geraden 
anteiWQrfen seien. L'nd eine ähnliche Frage Icann aufgeworfen wer- 
den, in Bezug anf eine FlSche zweiten Grades im Räume. Die 
aas diesen Fragen entsjiringende Untersacbnhg haben die fpsnifisi- 
schen Mathematiker „Theorie des polaifes reciproqnes** 
genannt. Das allgemeine Gesetz, welches dieser Untereuchong zu 
Grande Hegt, hat auch Moeb iu8 QBsijcentrische Calcfil, §. 287«) 
anf sehr geschicifte Weise bewiesen. 
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ander io lii^eiid einen Ponkte treffen (§• 43, 1, l.)« da- 
her müssen die drei DnrchschniKe der gegenüberste- 
henden Seilen des Sechsecks a 5 C b e f in einer Geraden 
liegen» weil aie die harmoniBchen Pole jener Diagona- 
sind (§. 44^ II.}; folglich iniifs das Sedweck abcbef 
irgend einem Kegelschnitte eingeschrieben sein (§. 42, 
I, 2.); und da dieser Kegelschnitt durch irgend fünf 
Punkte^ etwa durch a, C» e bestiniait ist (§.4I,L)y. 
so ist er folglich der Ort der harmonischen Pole der 
Tangenten des Kegelschnitts Ki, weil )ede beliebige 
andere Tangente statt jener sechsten f genommen wer- 
den kann. Läfst man die bewegliche Tangente f allr 
mahlig mit einer der festen, etwa mit a, zusammenfal- 
len, so wird sich der Durchschnitt beider Tangenten 
luit dem Berührungspunkte üi der festen Tangente a 

^ Tcreinigen» und dann müssen auch ihre Pole f, a sich 
▼ereinigen, und also 6ie Sekante üf des KegelsehnHts 

• Ko in die Tangente aj im Punkte a übergehen, und 
zwar mufs diese Tangente ai die Harmonische jenes. 
Berührungspunkts üi sein. Abo folgen nachstehende . 
Sätze: 

„Wenn in einer Ebene sich irgend zwei 
'Kegeiscbuitte K, Ki befinden, so liegen die 

den Tangenten a, b, c, des zweiten K|, in 

Beziehung auf den ersten K, entsprechenden 

harmonischen Pole a, 6, C, in irgend einem 

bestimmten dritten Kegelschnitt Kf, und es 
berühren die den Punkten Oi» hu <i» 
zweiten Ki entsprechenden Harmonischen 

dl, bi, Ci, einen und denselben dritten Kc- 

gelschnitt K«, und swar solcher Gestalt, dafs 
)eder Tangente a und ihrem Berührungspunk- 
te Ol des zweiten Kegelschnitts K|, ein bc- 
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Btimmter Punkt a und deasea augehdrige Tan- 
gente ai im dritten Kegelschnitt K« entspricht." 

Wofero der zweite Kegelschnitt Ki nicht (oder 
wenigstens nicht ganz) von dem ersten K eingeschlus- 
gen >Tird, folgt ans diesem Sülze, vcfiuüge (g. 44.)^ un« 
mittelbar der anfangs erwähnte Sata iron Urianchoa^ 

uäuilich: 

„Bewegen sich zwei v oründeriiclic Tau- 
genten eines Kegelschnitts K so: 

daTfi die Gerade durch ihre daff ijir Darchschpttt ir- 
Uerührongspunkte stets ir« geiid «iaea sweUen Kegel« 
geud einen iweitea Kegel- «ohniit K| dnrchlSaft, •« 
schiiittK, berahrt, sodarch- berahrt die Gerade dnrch 
laoft ihr Dnrohicheilt ir- ihre Berahrnogsnoakte 
ge«d elnea dritten Kegelr stets irgend einen dritten 
schnitt *). Kegelschaitt Kg" *). 

■ 

ZassBiMeagesetstere Sitss nnd Farismen, 

46, Durch Zusauiincnslellung oder Verbindung 
projeGlivischer Gebilde (Gerade und ebene Strahl-^ 
bfiscbel) gelangt man, mit Berficksichtigung ihrer Er- 
zeugung der KegelschniUe (§. 38, llf, IV^), zu zahl- 
reichen merkwürdigen Sätzen und Purismen, wovon, 
gemafs der obigen Feststellung (§ 39.)» beispielsweise 
bier einige entwickelt werden sollen. 

I. Sind in einer Ebene irgend zwei (jcrnde A, A^ 
(Fig. 45.) perspeclivisch, und ist ihr Projeclions- 
puukt» imd siud sie femer mit irgend zwei Strablbü- 
schelu B, Bi perspectiviiscb, nlmlich A mit B, und Ai 



*) mittelst dieser Sätze kana Win folgendea awei AuPgabfn: 
^Die gemeinschaftlichen n^ie genieinschaftiichen 
Tangenten zweier gcgtibe* Punkte zweier gegebenen 
nen Kegelschnitte sa fin- Kegelschnitte zn finden'* - 
den*' 

jede saf die andere tnrückgeiiihrt werden. 
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mit B i, ßo sind diese Strablbüscbpl B, Bi unter sich 
projectivisch (§. II, III.), und erzeugen folglich (^.38, 
IV.) einen Kegelschoitti d. b., die Durdischnitre a«, 

il^rer entiprechenden Strablen, also iusbesondere 

.'lucli der Durchschnitt Cfi der Geraden A, A^, ^veil iu 
ibiu zwei entsprechende Stralilen e, €i sich treffen, lie< 
gen in irgend einem Kegekcbnitt, der fortan durcb 
[BB|] bezelcbnet werden - aoll. — - Sind andererfieita 
B, Bj (Fig. 41.) irgend zwei perspectiv ische Slrahibü- 
acbel; islAi ibr perspecüviscber Durchficbnilt» und sind • 
sie femer mit irgend zwei Geraden A» Ag perspectiv 
visch, so sind diese unter sich projectivisch und erzeu-' 
gen also irgend ciueu Kegelschnitt [AAi]. Hieraus 
geben unmittelbar folgende bekannte «Sätze benror. 

„Kewegon El ch die Ecken „Drehen sich die Seilen 
fl,a,, 0^ eines veiiinderlU a, , eines verHrtderli- 
chen DreitcLs a a, d.j (Fig. chen Dreiecks a 0, tt^ (Fig« 
41.) in drei beliebigen i'e- 45.) um drei beliebige feste 
sten G eraden A. A|, Ag, und Punkte B, , B^, und bewe- 
gehen zwei Seiten a,a, desr gen eich swel Ecken S, ttg 
selben stets dnrcli irgend desselben in Irgend swei fci- 
swei feste Punkte B, Bj, so 8tenGeradenA*A„so dnrcfa- 
' berührt die dritteSeile llnft die dritte Ecke fl« Ir- 
bestSndig irgend einen be* gend einen bestimmten Ke- 
stimmtenKegelsebnitt[AAJ, gelscbnltt [BBJ, in wei- 
der nSmlicb «neb die bei- cbem nSmlieb sacb die betr | 
den ersteren Geraden-A,Ai den ersten Pnnkte B, B,, 
nebst der Geradeaee, darch nebst dem Durchschnitte 
die festen Pnnkte B, in ttt der fesUa Geraden A,A| 
Tangenten bat.** Hegen** 

Uad umgekehrt: 

«Bewegt sieb eine Seitj» „Bewegt Sich eine Ecke 
a^ eines TerSnderlicben A« eines Terinderlicben 
Dreiecks «a,asalBTangente Dreiecks «laifls in irgend 
eines festen Kegelschnills einem festen Kegelschnitte 
[AA,], und drehen sich die Li^B,], während die iwei 
swel nljrigen Seilen a. a, fibrigen Ecken a, a, irgend 
nm irgend ft%v«i festePankte swei feste Gerade A, A,» 
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B,Bf in einer Tai)gente des- deren Durchsolinilt CC« im 
selben, und bewegen sieb Kegelscbnitl liegt, dutrli- 
ilie diesen Seilen gegen- Iftnfen, und drcben sieb die 
flberliegenden Ecken a, tti dleeenEcken gegenflberlie- 
ilesDreieckt in irgend swei gendenSfitena,a| um irgend 
Anderen festen Tangenten iwei fe«te Punkte B, 3, des 
A, A| des Kegelschnitts, to KegelsoUnitts» so geht die 
dnrchUnft die dritte Ecke dritte Seite stets dnrch 
M2 irgend eine bentimmte irgend e ine n bestimmten 
Gerade Ag«** Ebenso kann jede Punkt B^.** Eben so kann Je- 
der ivfet Geraden A, A,, sowie der der awei Punkte B, B,, so 
jeder der zwei Punkte B, B^ als wie jede der swei' Geraden A, 
Folge der jedesmaligen filnf fibri- A , als Folge der jedesmaligen 
gen Gebüde geselil werden. ftnf fibrigen Gebilde geselxA wer- 
den, 

II, Sind irgend vier Gebilde A, A|, B, Bi (Fig. 46.) 
linier eioander pro^ectivisdiy und zwar Begoi sowpU 
A und B» als A| und B| perspecüvisch, dagegen so- 
wohl A und Ai, als B und B| schief, so dafs also die 
zwei letitereu Paare irgend zwei Kegelscbnilte [AA 
[BBi] erzeugen» so folgen in Ansehung der entspre- 
chenden Elemente, wie etwa a, Oi; a, ai und die durch 
diese erzeugten a^, 0^, unmittelbar uachstebeude Sätze; 

I. ^rehen-sieh swei Sei* bewegen sich sweiEcken 
ten a, a, eines yerlnderli« a^'Si eines Terinderlicheo' 
eben Breiecks ao^Os nm ir^ Breiecks a<L,a« ii irgend 
gend swei feste Punkte B, swei festenXangenten A,A, 
Bf eines festen Kegel- eines festen Kegelschnitts 
adinitts [BB J, wibrend die [AAt], während die ihnen 
ihnen gegenüberliegenden gegenüberliegenden Seiten 
Ecken fl,, a in irgend awei a,, a sieb um irgend iwei 
festenGcraden A,, A sich bc- feste Punicte B-, , B drehen 
wegen und die dritte Ecke und <\\o drineSeile stets 

den Kegelschnitt d urch- den Kejrolsclinitt hei iilirt, 
läuft, so be\vee:t sich die so durcliläul't die dritte 
dritte Seite als Tangen- Ecke fl^ irgend einen ande- 
l e irgend o i n e s h e s l i mm - r e n h e s l i m in t e n Kegel- 
len K e ge I sch n i t ts [ A AJ, der schnitt [ßB,J, der nämlich 
niimlich auch jene /.wei fe- allemal durch jene 4\vei fe- 
sten Geraden berührt*' sten Punkte geht.* 
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Die Abfassung der übrigen Sätze, yvo nämlicb, stall 
wie hier auC die Kegeiscboitte [BBi], [AAi], nmge- 
kehrf auf eins «kr Gebilde A', Ai, B| geschlossen 
^ird, überlasse ich dem Leser. 

IHe beiden KegeisduiiUe [AAi]» L^BJ haben ei- 
ne eigenthOmliche Beziehung zu einander, die sich, so 
lange [AA,J ganz oder zum Theil inocrhalb [ßi^i] 
liegt, durch folgende merkwürdige Eigenschaft kund 
giebt Gelangl nfiuüich der bewegte Punkt Os in die 
Durchschnitte t^y c,, b,, der Geraden A,A|>und des , 
Kegelschnitts [BBi], so vereinigen sich offenbar so- 
Svohi die Strahlen b| und b^, als Ci und Ci» als d und 
di» als e und 0|» so dafis also jedes der zwei Dreiecke 
^t()Bi, bs^ftB dem Kegelschnitte [BBi] eingeschricbcu 
und dem Kegelschnitte [AAi] umschrieben ist Da 
durch diese zwei Dreiecke und dorch den einen oder 
den andern der beiden Kegelschnitte die oben angege- 
benen projectivischen Beziehungen der Gebilde A, A„ 
By Bi bestimmt sind, wie man leicht bemerken wird^ 
so folgen also nachstehende bekannte Satze. 

2. ,>Sind zwei Dreiecke 2. „Sind twei Dreiccl-c 
^2^2^it ^»^2^ einem Kegel- (gCsB^, hats^ einem Kegel- 
schnitte [BBf I eingeschrie- schnitte [AA^J amsciirie- 
ben, so sind sie zugleich ben, so sind sie zagleich 
irgend einem anderen Ke- irgend einem anderen Ke- 
gel schnitte fAA|] ums chrie* gelsclinitte [BB|] eing»* 
bea." schrieben.'* 

Ünd femer folgt: 

3. „Haben zwei Kegelschnitte [AAi], [BB,] 
solche LagCi dafs irgend ein Dreieck dem ei* 
iren umschrieben und zugleich dem anderen 
eingeschrieben werde a kann, so lassen sich 
unzählige andere Dreiecke unter denselben 
Bejdingungen beschreiben (nämlich Jeder Punkt 
des Kegelschnitts [BB|]» der oidU inm^faalb des Ke- 
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gelsrliniirs [AAJ liegt, kann Ecke eines solchen Drei- 
ecks sein)." 

III. Beweis der AuClOsuDg in (§. 17, IL). Das 
bei dieser AaflOsung, die sich aaf eine der Iraclit bar- 
sten Aufgaben bezieht, angewandte sehr bequeme Ver- 
fahren, gründet sich auf folgende Verbindung. Haben 
nSmlich die vier Gebilde Ai, B, Bi, «ulser den Tor> 
bin angegebenen projecHvisehen Betiebungen, noch 
solche besondere Lage zu einander, dafs A undAi auf- 
einander ond B und Bi concentrisch liegen, wie in 
(Fig. 23.),' und gebt irgend ein Kegebchpitt durch den 
geuieiuschafitlicben Mittelpunkt (BB|) der Strahl buschel, 

welcher die Strahlen der letzteren in or, y, ; * 

ßit yit schneidet, so werden, wenn man -etwa 

<r und iTi als Mittelpunkte xwMer Strahlbüscbel er, a, 
annimmt, sowohl die Strahlbüscbel « und Ri in Anse- 
hung der Strahlen a,, b2, c,, und a,, b,, c,, , 

als ilie Strahlbüscbel ai und B in Ansehung der Strah- 
len as, bj, Cg, , ond a, b, c, projectiTisch 

sein (§. 38, III.), daher sind auch die Sliahlbüschel a 

und in Ansehung der Strahlen a^, b,, c^, und 

a„ b», Cb, proiectivisch (§. II, III.), und zwar, da 

zwei entsprechende Strahlen , aa vereiniget sind, lie- 
gen sie porspcclivisch , so dals also die Gerade ß^)''» 
oder A, ihr perspectivischcr Durchschnitt ist. Durch 
jeden Punkt der Geraden As sind demnach irgend zwei 
entsprechende Strahlen der StrahlbOsdiel er, or, besfhnmt, 
wie z. B. durch die Strahlen b,, ba, und durch die 
Punkte in welchen diese Strahlen dem Kegel- 

schnitte b^egnen, sind wiederum zwei entsprechende 
Strahlen b|, b der StrahlbOschel Bi, B bestimmt; da- 
her ist klar, dafs die auf diese Art von den Punkten 
s, X, in welchen die Gerade At vom Kegelschnitte ge- . 
troffen wird, abbfingig/sn entsprechenden Strahlenpaaro 
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e «nd k und kt der SfrebibflMbri B und Bf notli- 
wendiger Weise aufeinander fallen müssen, iind dafe 

daher auch in den Punkten, in welchen diese Strahlen 
den aufeinander liegenden Geraden A, Ai begegnen, 
entsprechende Punklenpaare e und tj» ( ond fi der 
letzteren Tereiniget sind, was bei der obigen AoflÖsnng 
aDgenommcn wurde. ^ 

Wenn man anstatt des Kegelschnitts, der durch 
den gemeinscbaftlicheD Ifitlelpnnkt (BBO der Strahl- 
büschel B, ßi geht, einen anderen Kegelschnitt zu Hülfe 
nähme, der die aufeinander liegenden Geraden A, A^ 
berfibrie, so würde man den Beweis für die entgegen* 
gesetzte Auflösung erhalten» welcher oben (§.17,]I,b.) 
Erwähnung geschah. Die Ausführung wird dem Leser 
überlassen. 

IV. Wird aaCser den oben (IL) Toransgesetzten 
Beziehungen der Tier Gebilde A, Ai, B, Bi, da(s sie 

nämlich unter einander projectivisch seien, und sowohl 
AundB, alsAi und Bi perspectivisch liegen, nun noch 
angenommen, es sollen entweder die Geraden A, A^ 
gleich sein und aufeinander liegen ond gleichliegend 
sein, wie etna in (Fig. 48.), oder es sollen die Sirahl- 
büschel B, B| gleich sein und concentrisch liegen und 
gkichliegend sein, wie etwa iq (Fig. 47«), so folges 
anmittelbar nachstehende bekannten Sifzer 

,yB1cibt der Winkel (aa^) „Bleibt die Grundlinie aa, 

an der Spitxe eines Terln- eines TerSnderlichen Drel- 

derlichen Dreiseits aa.a, ecks SSid^ (Fig. 48.) derGrd» 

(Fig. 47.) derGrofse nach be- fse nach beständig, aber 

ständig, aber dreht er sich b-ewegt sie sich in irgend' 

um seinen festen Scheitel- einer festen G«raden(AA|\ 

punkt (BB,). wHhrend die während die zwei übrigen 

r,w«'i iiljrifjon Ecken <l, (l, Seilen a, a, sich um zwei 

des Dreiecks irgend zwei feste Punkte B, B, drehen, 

feste Gerade A, A, durch- so durchl.Huft die Spitze fl.^ 

laafen, ao bewegt sich die des Dreiecks einen be- 
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Grundlinie als Tangente stiinmtenKoj;cl8clinitt[BB,], 
irs^end eines bestimmten der namentlich durch die 
Kegelschnitts [AA,], der zwei festen Punkte gelil." 
auch die rwei fesfen Cera- Ist snwohlbb, als ee, gleich der 
den berührt." Ist sowohl der beständigen Grundlinie aa,, so 
Winlel (dd,) als (ce,) dem he- sind d,e, die den Punkten B, B, 
slündigen Winkel (aa,) gleich, zugehörigen Tangenten dfs Kegel- 
80 sind b, e, diejenigen Punkte, Schnitts (§.38, IV.). Da die un- 
in w elchen die Geraden A, A, endlich entfernten Punkte derGe- 
Tom Kegelschnitte berSfart wer^ raden A, A| einander entspre- 
den (^ 38, lY.). Später wird clien (§. 16, in.), so mufs nolh- 
slch Beigen, d«ri der PDiikt(BB|) iivendig (AAj) Asymptote .des 
aneniAl firenapukt des Kegel- Kegelsebnitti, und felglicfa mnle 
•dmitto «ei *)• dieser eine Hypetbel sein; B.t.w* 

V. Sind Tier Gerade A,A|» At> Ae unter einander 
projectiviscb, ond sind sowohl A und A«, als At imd 

A3 gleich und liegen so%Tohl die ersferen als die letz- 
teren aufeinander und sind gleichliegend, wie etwa in 
(Fig. 49.)» und befinden sich A und Ai in perspecü- 
Tischer, dagegen sowohl A und A«, als A| und A^, als 
Aa und Aa in schiefer Lage, wonach also jene einen 
Projectiouspunkt B haben und die letzteren drei Ke- 
gel- 

*) Lllft mm die tue Gerade, etwa A,, lidi entfernen, bis 

sie zuletzt in unendliche Feme gedacht wird, so sieht man, dab 
alsdann die Stralden a| , a^ parallel werden, utid mithin der Win- 
kel (aa^) auch beständig wird, wenn (aa,) et ist; da aber in die- 
sem Falle der Kegelschnitt [AA,], rermüge der unendlich entfern- 
ten Tangente A| , eine Parabel sein mufs (§. 36.), so fliefst darann 
der folgende bekannte Sat2 : Bewegt sich der Scheitel a eines 
bestSndigen Winicels (aa^) in einer festen Geraden A, 
während der eine seiner Schenkel a sich um einen fe- 
sten Punkt (BB,) dreht, so bewegt sich der andere 
Schenkel a^ als Tangente einer bestimmten Para b el, 
welche auch jene, feste Gerade berührt (und den festen 
Punkt zum Brennpunkt hat}.'' — Andererseits (rechts) entsteht 
ebenfalls ein eigenthümlicher besondei-er Fall, wenn man den einen 
Punkt B^ sich in's Unendliche entfernen läfsl. Auch können hier 
die Geraden A, A, ähnlich angenommeu werden, wodurch der 
ohi^c Sata wesentlich verändert wird. 
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gelschnitte [AA,], [AiAJ, [A^Ag] erzeugen; — und 
Bind andereneils von vier projecÜTisdieD Strafalbllsclieln 
B, Bi, B,, Bs (Fig. 50.) sowohl B und B,, als Bj und 
Bs gleich, concentrisch und gleicbliegend, und beiinded 
' sich .B ond Bi in perspectivischer, dagegen sowohl 
B und Bs» sb Bt ond B«» als B« und B^, in schiefer 
Lage, wonach also jene eineli per sp ec t ivisch eu Durch- 
schnitt A haben und die letzteren drei Kegelschnitte er- 
lengsn nfissen: so ergeben sich aus dieser Zusammen- 
slellnng unmittelbar folgende xun Tbeil bekannte SStoe: 

^Bleiben twei gegenüber „Bl^i^icn zwei gegenüber 
stehende Seiten a<l2> Ai A3 stehendeWinkel (aa^IfCa,«,) 
eines yerSnderlichen voll- eines Teründerlichen toII- 

sliJndi^en VierseiU aa, Oj^O, stüniligen Vierseits aa,a^a, 
(Fig. 49.) der Gröfse nacb (Fig. .50.) der Gröfse nach 
beständig, aber bewegen besUindig, a bor drclicn sie 
sie sieb in irgend zwei fe- sieb um ihre festen Scbei- 
slen Geraden (AA,^), (A,A,), leljnink le (Bn.^\ äb- 
väbrend eine dritte Seite read eine dritte Ecke (aa,) 
(aa,) sirb um irgend einen sieb in irgend einer festen 
festen Punkt B drebl, so Geraden A bewegt, so 
bewegen sieb die drei übri- durcblaufcn die. drei übri- 
gen Seiten 00,, Ö.Ög, Ö.^O, gcnEoken (aa^), (a,a^), (agaj 
als Tangenten dreier Ke-.irgend drei KegeUcbnitte 
gelscbnitte [AAJ, [A, A J, IBB3J, [B,BJ, [B.BJ. wow 
[AgA J, wovon jeder jene TOB jed.er darch jene zwei 
zwei festen Geraden he- fetten Poalte geht" *) 
rubrt."') ^ 



*) Den Satz rcebts (wenn namlkh nur der Kegelschnitt [B2B3] 
herucksicbtiget wird) hat Newton zur Entengang oder Beschrei- 
bung der Kegelscbnilte angewandt iPrinetp. phil. nat- tnath.) , und 
Blac-Laurin benutzte ihn in seiner organiscben Geometrie. 

Die obigen Sätze sind übrigens, wie man bemerken wird, nur 
besondere Fälle von denjenigen Säl/.eu, die statt finden, wenn ei- 
nerseits A und A^ , und andererseits B undB, nicht perspectiviscb, 
sondern scbief liegen, wo alsdann die Seite 00^ sich als Tangenle 
eines die Geraden A, A^ berührenden Kegelschnitts bewegen, und 
andererseits die £cke (aa,) einen durch die Punkte B|. gehen- 
den KegeUcbailt durchlaufen muis. 

12 
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47. Von der grofscn Menge von YerbinduDgen 
pro^ccümclMr Geraden und ebener Sfrnblbüschely 
•oU hi^ >^ocb {ol^ciiiU Verbrndimg Plal« Siid«Q^ 
wd^ie M tolciicii nuammeiigesetsten Süften (oder Po- 
risoieo) und Aufgaben fübrt, die nacb der Art, wie man 
dcrgleich^ Sitze und Aufgaben bei bisher gevröhnli- 
' eher DaifleUnilgiWflise m würdigen pflegt» leicht tat 
bedeutender und schwieriger gehalten werden dürften, 
als sie es nach Maafsgabe der gegeuwäirügen Entwicke- 
loi^ in der That find. 

Hat man in einer Ebene irgend eine Anzahl n be- 
liebige projcctiviscbe Gerade A, Ai, Aj, An— i, wo- 
von je zwei sich in schiefer Lage befinden (mitbin je 
xwei einen Kegelschnitt erzengeD), sq erzeugen sie im 
Ganzen \n (n— 1) Kegelschnitte, und zwar wird darch 
je eine Reihe entsprechender Punkte, wie etwa durch 

0» Oll Ol ein vollständiges n Eck bestimmt, 

irw dessen )n(n— 1) Seiteo (§• 190 jede einen vim 
lenen Kegelschnitten berührt. Durch n — l der genann* 
ten Kegelschnitte, die zusammen von allen Geraden ab- 
liängen, etwa dur<^ die |Legels«hnitte [AAJ, [AiAJ, 
[As^s]» , [Aik-^Aii^,], d. h., durch die Ke- 
gelschnitte, welche, wenn man die Geraden in eine 
Reihe geordnet hat, von den unmittelbar auf einander 
iolgend«! jGeraden abiiftsgen, ist offenbar umgekehrt 
die projedivischeBeziehung der Geraden, und sind somit 
auch alle übrigen Kegelschnitte bestiiimit. — Da ande- 
rerseits Entsprechen^s statt findet, so folgen also nacb- 
iteheiide nmfass^de. Satze: 

I. „Wenn in einer Ebene I. „Wenn in einer Ebene 
Bich irgend eine Anzahl n sich irgend eine Anzahl n 
beliebige feste Gerade A, beliebige feste Punkte B, 

A^, Aj, A„.| befinden, B^, Bg, Bn-i befinden, 

Ton denen, der Reihe nach von denen, der Reihe nach 
genomiuen, je aw«i unmit* genommen, je swei nnmit* 
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I«lb«raa£einan4er folgencle telbar aufeinander folgend» 
▼OB irgend einem beliebig in irgend einem beliebiges 
gen festen Kegelsebnitte festenKegelschniite liegen, 
berübrt werden, welches welches also im Ganzen h — 1 
also im Ganzen n — 1 Kcgef- Kegelschnitte [BBJ, [BjBg], 

»cbnitte [AA,], [A,Ag], , [Bii-2 Bb-iJ sin^i n»d 

fAn.2 A„_,] sind, und wenn wenn ein yerfinderlicbes 
ein veränderliches voll- Tollständiges n Seit adja^ 

ständiges nfickn Üi<i2'" On-t« ^n-i sich so bewegt^ 

sich so bewegt, dafs seine dafe «eine Seiten a, a^ , aj. 

Ecken a, Oj « (I2« t ^n-ti Reihe nach 

derReihe nach, jene festen sich um jene festen Punkte 
Geraden durchlaufen, w8h- drehen, während diejeni- 
rend diejenigen n — ISeiten gen n — 1 Ecken desselben, 
desselben, welche die nach in welchen sich die nach 
der Ordnung unmittelbar der Ordnun<; unmittelbar 
aufeinander folgenden aufeinander folgenden Sei- 
Ecken verbinden, also die ten sclineiden, also die 

Seiten aOf, dtfl^i ^2^3* * Ecken aa^, a,a2, a^a,, , 

Aa-2 <^n.ii sich beziehlich a^.^ a„.|tnach der Ordnung 
als Tangenten um jene fe- beziehlieli jene feiten Ke- 
'•ten Kegelsehiiitte Iterom- gelschnitte Hvrelilanfeii; so 
bewegen; so bewegen eieb inrcblenfea die g (n-1) (n-2) 
die i (n.])(n.2) fibrigen Sei- fibrigen Eclcen des 11 Seite 
ten el» Tangenten am eben eben ee viele Tereebiedeae 
•o TieleKegeleebaittey Toa KegeUebaitte, Toa wel- 
deaea }eder iaebeeoadere cbea jeder iasbetoadere 
diefeaigea swel ffettea 6fr* dareb diejeaigea iwei fe- 
vedea berfibrt, welcbe Toa etea Paakte gebt, aai wel- 
dea Eadpaaktea der sage- ebe elcb die iwei Seite% 
bSrlgea Seite dartfbleafea die sieb !adertngeb5rigea 
werdea.** Bebe scbaeidea» drebea." 

Zu der grofsen Menge Lesonderer Fälle, welche 
in- den Torstebeiideii Sstzen entbaben sind» und die 
namentlich dadureb entstebim, dafa man den Gebilden 

A, Ai, Aa, , oder B, B^, Bj, eigenlhümliche 

Lage zukoinmeD lädst, oder sie als gleich, oder die er- 
steren als Sbnlicb annimmt» u* §• w.» geboren z. B» auch 
folgende, wo nämlich angenommen wird von den Ge- 
bilden A, A,, Ab-i, oder B, Bi Br_i befin- 
den sieb, naeh der Robe» je swei onnuttölbar aafein- 

12* 
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•ndtr folgende in perspectivischer Lage» lu diesem 
Falk Teranfachen sich die obigen Sitse auf folgende ' 

bekannte Sätze: 

IL^arckUafen die Ecken IL „Dreken tick die Sei- 

a,, a,,.-.. tt„., eines r€ti ten a, a,, , a,., ci- 

Inderlieken TolIstSindigen nes Terinderlichen toU- 
n Ecksi nach der Reihe, n ständigen n Seits nach der 
beliebige featf Gerade A„ Reihe am n beliebige feate 

Ag, A|^4, die in einer Punkte B, B,, B^, B;^, 

Ebene Uegen, fvSbrend n—1 die in einer Ebene liegen» 
Seiten deaaelben, die ir- wJthrend n — 1 Ecken dea- 
gend einem einfach en nEck selben, die irgend einem 
angehören, aus welchen einfach en nEck angehö ren, 
d»8 vollständige besteht, aas welchen das vollslän- 
etvra die Seiten a<I,. OfAg* dige besteht, ^twa die 

*ttn.2^«.n ^^^^^ eben Ec ke n aa, , a, a^ a„.2 a„,^ 

so viele beliebige feste eben so viele beliebige £e- 

Punkte B, B^, , B„., ste Gerade A, A,, , A„ ^ 

drehen, so bewegen sich durchlaufen, so dni-chlau- 
die I (n— 1) (n— 2) übrigen fen die J (n-1) (n-2) ührigen 
Seiten, einzeln genommen. Ecken, einzeln genommen, 
als Tangenten um ebenso eine gleiche Anzahl be- 
fiele Kegelschnitte, Ton stimmter Kegelschnitte, 
denen jeder diejenigen von denen nämlich jeder 
xwei festen Geraden ke- durch diejenigen zwei fe- 
ruhrt, welcke die awei aten Punkte geht, um wel- 
Ecken, die in der sngekS- cke aick die ikwei Selten, 
rigen Seite liegen, dttrek- die aick In der zugehöri- 
lanfett." Anf die genannten gen Bcke acknetden, dre- 

a— 1 Seiten aa,, adf , ken.** Anf die genannten n— 1 \ * 

*n-i klkmte van feiner Ecken aa«, a, a,, ,a„.2 a„.j 

doi anWaalakanden Seta anwen- kSnnte man fivner den nebenate- 
den, wodnrdi der dieaaeitigeSats kenden Sati amvenden, wndnrck 
nock avigedcknter würde. der iKeaaeit^e Safs nock voll- ' 

• -aHndigar wifarda* 

Der Satz linka wurde zuerst von Braikenridge 
bewiesen*); um die Erfindung eines Tkeiles dieses 
Satzes stritt er sich mit Mac-Laurin (Phil. Trans.) 



*) Esertiiati» geonetrica de descrqptione lin e awüi cnryatnau 



Digitized by Google 



48. Aamerkung. 181 

' Dafs und in wie fern die obigen Sätze (§. 22, II.) 
• wiederum besondere Fälle der Torsleliendeo SttUe siud, 
nvird wMi l#i€bt wahinehMen. 

Bia folgendea swei Aufgaben sind auf ilmliche 
Weise umfassend I wie die oben stebeaden Sätxe (!.)• 

ni. ^Werdea.TOtt den Sti- UL Jfit^tnron den Ecken 

lenA,A,, »A..| eine« be- B»B|, , B„., eines belle* 

liebigen nEeke je iwei an- bigen nEcke jeiwei anmli- 
mittelbar «nfeinender fei» telbar enfeinander folgen- 
gende Ton irgend einemKe- de in irgend einem Kegel- 
geleebniite berilbrt, wel- nebnitte« welcbe« im Gen- 

. cbee im Gänsen n Kegel* lennKegeleeltcbnitt^CBBil 

•ebnitte [AA,], [A|Ag], , [ßt^A «CEawiB] sindt fo 

[Aa.| A) sind, eo soll ein an- soll ein andere« nEck be- 

I derea n Eck bescbrieben «abrieben trerden» deaaen 

werden, dessen Ecken a,a|, .Seiten a, a^« t aB.^».nacb 

, nacb der Reihe» delrReihe, durch dieEcken 

in den. Seiten {jenes nEcks jene« nEck« geben, und 

liegen, nnd deaaen Seiten deaaen Ecken aa^» a^»^^ » 

4ii, fl|A£« « ^.1 nach aa.i a, nacb der Reibe, in 

• der Uethe, jene Kegel- jenen Kegelaebnitten ' lie- 
.«ebnitte b er fibr«n*** . geo,*^ 

I)ie Mittel, durch welche die vorliegenden Aufga« 
- ben leicht gelöst werden, sind in dem Bisherigen ent- 
. halten und bereits mehrfach angewandt, so daft ich 
die Auflösung dem Leser zur Selbstübung überlassen 
darf. Die frühere Aufgabe in (§. 25.) ist übrigens inn 
' besonderer Fall von jeder det'^iwei yorttdiMideft Auf- 
gaben. 

A n m e r k a n g. 

"48. Es ist fast überflüssig, nochmals su «rinnern, 
dafs die von (§. 41.) an bis hierher durchgeführten Be- 
trachtungen, denen projectivische Gebilde (Gerade und 

• ebene Strahlbttscbel) in der Ebene, lur Grundlage dien- 
ten, Bvi entsprechende Weise bei pröjeetinschen €»e- 
bildeaCebeneStrablbüscbel undEbenenbüscbel) imSlrabl- 
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büschel iiiiRaame statt haben, )a dafs die Resultate jener 
Betracbtongen, sogleiocb auf die letzteren Gebilde über- 
fragen werden ktonen, wem muk nttmlicby wie bereHs 
•bes angegeben worden (§.3i.n.Ende % 86.), überall: 
Strahl, ebener Strahlbüschel, Ebenenbüschel, 
n kai^tiger Körperwinkel, n seitiger KOrperwin- 
kel, Kegel (sweifeo Grades), beiiehlieh etatt: Pnnkf^ 
Oerade, ebener Strablbischel, n Eck, n Seif, 
Keg^elschni tt setzt. — Ebenso finden die Betracht 
tipngiui auf enUprechende Weise auf der KugelflAche 
elafi» und es lassen aiek die genannten Resnhafe Mm- 
Ucher|reifie auf dieadb^ übertragen (§. 34, und 38.). 

Srsca^nitfe'f co|eeiWi8ch^r Qebilde im Raame. 

49. ' Es ist niih nocb %n nntersnchen (§. 39.), was 
für Figuren durcb die entsprechenden Elementenpaare 
ii^end xweier projecüvischen Gebilde» die sich weder 
in dersdben Ebene nodi in densdben Slrablbllsdiä, 

8oi>dem beliebig im Räume befinden, erzeugt werden. 
I>tc drei Arteu v<9q Giebüd^, Gerade, «bene Strahl- 

faOsciiel nnd StKIMibaBcbel, geben in dieser lüMkiif, 
wenn sie p^^uwriie fenmnen weiden, Mgende atdig 

1) eine Ge^r^de A und ein EbenenbilS4;h«l 9k 

2) zwei ebene StrahlbOscbei Bi, 

3) ein EbenenbOscbel II nnd ein ebener StraU- 

bUschel B, 

4^. ein elMner Strahlbüschel B nnd eine Gerade A, 

9^ mrei Gerade. Ag^ nnd 

6) zwei Ebenaibüscbel ^, 9i. 

Von dieß£f) sechs Füllen sind der fünfte und sechste 
nnghatlt .vuebti|9if Wd MgenreUber, ak die vier fibri- 
gcn»? lemeia tMm Kunkil. iMiieitiget 
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L Ue(;«i imi profacIhrMe GebÜdc^ eMG«iiide 
A «nd ciD Elitnenbltscbel 9, beliebig in Raoiii«^ i,h^ 

befinden sie sich in schiefer Lage, so findet kein un^ 
uuttelbares Erzeugnifs durch ihre entsprecheDden Ele^ 
mtnimpkm statt. Em nittellNifes Eneajoib 
um im Anbange gegeben (§. 60, M.). 

II. Liegen zwei projectivische ebene Strahlbfischel 
Bi beliebig im Kaume» so geben sie ebenfalls kein- 

UMitteUMfres Emugnifiy wohl aber fiader bai ihnaa 
der fölgetide UniataDd afatt. 

^Legt man, von irgend einem beliebig an- 
geio«me»ea Fün-kte D au'St Gerade» welche 
die ^nliprecb'enden St'rahlenpaare a md ai, b 

ond bi, c und C|, , der Strahlbüschel B, B, 

schneiden, so liegen alle diese Geraden in ei- 
ner K.egelli«ehe II swdte» Grädea." 

Dieser 8Mz gründet sich äoi den ArOheren (§. 3St 
Ii, rechts). Denn denkt man sich zwei £bcnenb(ischel 
deren Aien durch den PonktD gehen, und welche 
nrit den g^benen ebenen Slrahlbttsdiek» Bi peiv 
speetiviseh sind, sp werden diesdbcA unter sieb projee« 
tivisch sein, und mithin werden die'Dorchschnitte der 
entsptechenden Ebenenpaare a und ßmd ßi, y 

Yu 9 ««folge des angeffliirten Sattes, in einer 

Kegelfliifche D liegen, und da diese Durchschnitte offen- 
bar die genannten, durch den Punkt Ü, gelegten Ge« 
Mden auid, se folgt dariMis die lUchtigkeit der Tcnrsle* 
Imms^cw Satces« 

III. Liegen zwei projectivische Gebilde 51, B — ein 
Lbcnenbüscbel und ein ebener Strahlbüschel — beUe- 
big istt Ranne, ,»sa Itegen offenbar die Pnnktä^ 
In* welehei^ die entsprechebden Elen^irten-» 

paare a und a, ß und b, y und c, sich schuei- 

dcn« in irgend einem Kcgelscbnitt/' Denn die 
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¥hm» im Strahlbatclieb B tchiieiilal de« EkmmAä- 
8|3bd S in einen ebenen StraMbfisehel B|, weicher mit 

dem Strablbüscbel B projectiviscb ist, und mit ibm den 
genaDDten KegelschniU erzeugt. 

IV. liegen iwei pro{ecti?iache Gebilde A» B — 
eine Gerade mi ein ebener SlrablbQscbel ^ lieliebig 
im Räume y so wird durch }e zwei entsprechende Eie- 
HMfe derselben eine £bene bestimmt, d. h«, durch je« 

ilen Pnnkt a, t, c, der Gereden A und dnrcb den 

Ihm entsprechenden Strahl a, b, c, ..... des StrahibQ« 
fichels B geht eine bestimmte Ebene, und es fräf^ sich, 
weldien Gesetz diese £benen insgesMunl Hnterwiiiieii 
seien? Biese Frage kann leiebt darch itühm SSM 
beantwortet werden, z. B. wie folgt. 

Denkt man sich einen Strahlbüschel Bi, welcher 
aül dem gegebenen B concentrisch und inU der Gm* 
den A perspecttvisch ist, so wird also derseUbe ndt B 
projectivisch sein, und die Ebenen, welche durch die 
entsprechenden Strahlenpaare der beiden Strablbüscbel 
B, Bt geben, werden offenbar die Torgenannten, an 
untersnchendeD, Ebenen sein. Nun werden alle diese 
Ebenen, zufolge C§. 38, IL), von einem Kegel zweite^, 
Grades berührt, und zwar findet dabei der Itesoodeie 
ÜMstand statt, dafs die Ebenen der Strablbüscbel B, Bi 
vom Kegel in denjenigen zwei Strahlen berührt wer- 
den, deren entsprechende in ihrem Durchschnitte \tK^ 
einigt sind. Daher werden auch die Gebilde A» B to» 
Kegel in denjenigen Elementen berührt, deren entspre^ 
ebende in ihrem gegenseitigen Burchscbnitte zusammen- 
treffen, d. h., trifft die Gerade A den Strahl d des 
Strahlbttscbels B, und wird sie von demselben im Punkte 
€ getroffen, so wird sie vom Kegel im Punkte t> und 
die Ebene des Strahlbüschels wird von demselben im 
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Strahle e berührt. Dcnigemäfs folgt der uachslehende 
Satz: 

^^^^iiK^^n *^ch eine Gerade Aand eio elbe- 
nerStrablbfiscIiel B, die projecliTisch sind, int 

Räume in beliebiger Lage, so berühren die 
Ebenen, welche durch ibre entsprechenden 
Eienenlenpaare bestimmt werden, irgend eine , 
Kegelfläche zweiten Grades, deren Mittei- 
punkt (Scheitel) mit dem Mittelpunkt B des 
Strahlbttschels zusammenfällt und .welche die 
Gerade A und die Ebene des Strablbflsehels 
B in denjenigen Elementen b, e berührt, deren 
entsprechende d, e (im gegenseitigen Durch- 
schnitte der Gebilde) sich treffen." 

Bei diesem Satze kOnnen fotgende zwei besondere 
Fälle eintreten. 1) Die Gerade A kann den Mittel- 
punkt des Strahibüschels B treffen; dann reduzirt sich 
der genannte Kegel auf die Gerade^ A» d. Ii«, in die» 
sem Falle bilden die genannten berührenden Ebenen 
ein Ebenenbüschel, dessen Axe A ist. 2) Der Strahl- 
böschel B kann aus einem System paralleler Strahlen 
bestehen; dann tritt an die Stelle des Kegels ein Cjr- 
linder. 

• 50. Von den obigen sechs Fällen sind nun noch 
die zwei wichtigsten zu untersuchen (§.49, ^ &), näsM 
Bdi 'm i^ nocii zu nntersuclien, welchen Gesetzen l>ei 
zwei projectivischen Geraden A, A|, die im Baume 
beliebig liegen , die sämmtlichen Projeclionsstrahlen, 
und bei zwei projectivischen, im Räume beliebig lie« 
genden, Ebcnenbüscbeln tH, die Durcbschnittslinien 
der entsprechenden Ebenenpaare unterworfen sind, d. 
h,, weiche Figuren durch sie erzeugt werden, und wel- 
che bemerkenswerthe Umstände dabei statt finden. Nach 
der Art, wie vorhin die vier übrigen Fälle betrachtet 
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wurden, lassen eich fiber die gegenwärtigen F&lle vor- 
Iftofig folgeode Eigenschaften angeben. 

' ^Befiadett tich twd profeethitdia Gcnd» A, Ai iq 
beliebiger Lage im lUmne, so wird jeder beliebige 
Funkt D nut allen ihren Projectionsstrahien ein System 
im EbeMii iMslninMO, wdche die gesammten BertUn 
migBeiMeii daes Kegels B «weitem Grades aML Ben 
denkt man sich zwei ebene Strahlbüschel B, Bi, deren 
lÜttelpunktc in D liegen, und welche iiik den gegebe- 
Geraden A, A« perspecCivisck siiid> se sind die» 
selben Mter sich proJectiTisob (§. 11, III.) imd eneii«> 
gen, zufolge (§. 38, 1L)> den genannten Kegel; weil 
cylfenbar die Ebenen, welche durch die entspreokenden 
Strablenpaare'dtr StraklbOsebel Bg ^tM^ dieselben 
sind, welche durch den Penkf D und durch die ent> 
fiprecheudcn Punkteiipaare (oder die ProjectioosslraUeD) 
der Geraden A, Ai bestimnif werden , woirer 4mm 4k^ 
Ricfaligkell der ' ebto ausgesprtMhehMB Bebauptuug ee» 
heilet. 

Befinden sich andererseits zwei projectivischc Ebe* 
nenbOsdiel Vit ü> beili^Jger iehieler Lege im lUMiet 
sd wM iiigflad eine Ebene £ die gMmUe» UmA> 
schnittsUnicn ihrer entsprechenden flbenenpaare in ei- 
nem Kegelschnitte sclmeiden, d. h,, die Punkte, in wel» 
dM die Ebene alloi- jenea BB reh s cbu H ls Imiefc begeg* 
Het, bilden irgend einen Kegelsdmitt Benn die Ebene 
£ schneidet die gegebenen Ebenenbtischel 3(, in 
ewei ebenen StrahibOschebi B»Bu welcbe prtijeetinscft 
sMI (weil 9i und 0ti es aiifd), und weldw also, an- 
folge (§. 38, IV.), einen Kegolscimill erzeugen^ der of- 
fenbar der vorgeuanul« Kegelschnitt ist 

Demnach fulgH also ibufürdcrst, dals: 
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^WesA iw«! projectivi* „Wenn zwei projeetWIr 
•cb« Gerade A» A« il» Raa- «che Ebenenbfischel ^> |{| 
me beliebig liegen, so sind im Räume beliebig liegeBf 
ilieEbeneny welebe irgesil »o wird die Figur ^Fllcb^X 
ein beliebig angenommener weiche durch die geaaraoH 
Punkt D mit allen ihren tenDurcJitebnittslinien ih- 
Proje c ti onsstrablen be- rcr entsprechenden Ehe- 
stimmt, die gesammten Be- neipaare bestimmt wird» 
ribrttttgtebenen eines Ke- yon jeder beliebige» £be- 
gels iweiten Grades» wel- ne £ in irgend^ einem Ke« 
eher jenen PunlLt sam Mit- gelscbnitte geecbAittea.** 
telpankt bat." 

' 51. Um die begonDene Untersuchuog (§. 50.) nach 
ihrem gamen Umfange diurcbzafttbreni diene lolgeiide 
Belraclrtiiog, durch Welche der GegenitaiMi Tipllilindlg 
und klar dargestellt wird. ' 

L Sind zwei Gerade Ai mit einem und dem- 
ielhcD fibeneDhliMhei At (welcher lur'ZireeknyyUghcit 
ISa die gegenwärtige Betraefatang durch A,, stall durch 
8f,, wie bisher, bezeicbnet werden soll) perspecÜTisch 
29^ in.), S0 find sie unter sich projecCiviach» und 
.wemi ik einander nicht aehneideB, ta fiird man ihm 
Lage als eine beliebige schiefe Lage im Räume ante- 
.lien können. Da die enUprecbendeu Punktenpaare a 
«md «II ib^ und h^» ( und <it u.a. w. der Geraden A» Ai 
in im Ehenen a,, rt, u. a. w. dea EbenenbascMa 
A, liegen, so müssen auch ihre Projectionsstrahlen aai, 

Mi» (C|f u. a. w.» oder a, h, c, , in diesen Ebenen 

Megeu und daba» aehnaidai albPrpjec ti Q aHraMe n, ^h,% 
. ...../die Axe A,, so dafs also dieselben ein System yon 

Geraden bilden, wovon }ede die drei Geraden A, Ai, 
Avsadmeidet. Sind anderersciU swei filmnenbaschel 
A, Ai mit einer und derseUben Gerade» At perspeeü* 
Tisch, also unter sich projcctiviscb, und liegen ihre 
Aien A, Ai nicht in einer Lbcnc, so dals also ihce 
La^e als- beUehsg schief angesehen werden kann» so 
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der Ebenen derselben, d. ,k, die Dorehscbnltlsliniefi 

der EbeDenpaare a und ort, /9 und ßi, y und p^^, u. 8. w. 
offenbar jeder der drei Geraden A» Ai, A,. 

IL Geht nwn nngekebrt von der Fordenmg wm, 
es sollen, wenn in Räume irgend drei Grerade A, A„ 
Ai, wovon keine zwei in einer Ebene liegen, gegeben 
sind, andere Gerade a, b, c, d» gefonden wer* 
den, welche Jene drei- schneiden^ so wird man« nach 
dem was man so eben (I.) gesehen hat, auf folgende 
Kwei Arten der Aufgabe ilireni ganzen UiuCange nach 
«MOgen« 

m) doreh eine der drei gegebenen Geraden, etwa 

durch As, denke man sich eine beliebige Ebene er,, so 
wird didse die zwei Abrigen Geraden A» A^ in zwei 
Ponktes ii, Hi achneiden, durch welche eine Gerade 
Odi oder a bestimmt wird, die offenbar der Forderung 
genügt. Läfst man nun in der Vorstellung die Ebene 
Ol aioh am A« hemmbewegen» so aieht man die Ge- 
rade a Ifinge der drei Geraden A, Ai, A, fmrtgleilen, 
und zwar so, dafs sie nothwendiger Weise nach und 

nach in die Lage jeder anderen Geraden b, c, d, 

geUngl, die der Au%al>e' genügt. Zogleieh lolgl dar- 
ans, dafs durch )eden PonkC jeder der zwei > Geraden 
A, Aj eine, aber nur eine einzige schneidende Ge- 
rade geht. Denn da die El^ne «2 durch ihre Bewe- 
• gong ein Ebenenbttschel. Ai besdireibt, so aind die 
Geraden A,Ai, in Ansehung der entsprechenden Punk- 
tenpaare a und ai, b und u. s. w., in welchen sie 
•nacii einander van )ener bewegten £l»ene geachnitten 
werden, projeelivisoh (§. 28, HL), d. h., sie werden 

▼on den gesammtcn Geraden a, b, c, d, , welche 

die drei Geraden A, Ai, At schneiden, projeclivisch 
geachnitten, ao dab dieae Schaar Gerader ihre PMqee- 
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iMWiiti wiM g n tML BiejcDigen vmA idmeMendeii Ge- 
raden oder Pro)ec(ionstrahlen q, r, welcbe nacb den 
uneDdlich eolferDten PuDkteo <), U der Geraden A, 
f;ericiitet Mod, also dKe PmUalstnililcii (§. 9.)» erhalt 
man, wenn die bewegte Ebene in die Lage kommt/ 
wo sie mit A oder Ai parallel ist, nämlich ist sie mit 
A parallel, so wird sie die andere Gerade Ai im Punkte 
4|i scbneideBy und ist sie mit At parallel, §o wifd sie 
der A im Punkte r begegnen, und alsdann sind die 
Strahlen, welcbe man durch diese Punkte r den 
Geraden A, Ai parallel ziebt, die genannten Parallel* 
strahlen r. Hierdorch ist andi zugleich die Aufgabe 
gelöst: „Diejenige Gerade (q oder r) zu finden, 
welcbe irgend zwei (im Kaume) gegebeneGerade 
(AsundAi, oder AyundA) sehneidet nnd mit irgend- 
einer gegebenen dritten Geraden- (A oder Ai) pa- 
rallel ist." 

Gleich wie die zwei Geraden A, Ai von der Schaar- 
Gerader a, b-, c, d, projedivlseh gesdfilitten wer- 
den, eben so werden auch die zwei Geraden A, A,, 
oder Ai, As, und also alle drei Geraden A, Ax, Aa von' 
denselben j^^ectivisch geschnitten* . • . 

I) In einer der drei gegebene Geraden, etwa in» 
A), nehme man einen beliebigen Punkt an, und 
denke sich durch diesen und durch die zwei übrigen 
Geraden A, A| xwei Ebenen a, au M> wird die Dorebt ' 
schnitlslinie a der letzteren offenbar der *<>bigenlk>pdo>'' 
rung genügen, d. b., sie wird die drei Geraden A, Ai, 
Ai schneiden. Läfst man nun in der Vorstellung den 
Punkt sid^ in derCreraden A« fmrlbewegen, so wnnd 
die genannte .Durchschnittslinie a längs der drei festen 
Geraden A, Ai, Ai fortgleiten, und zwar so, dafs sie 
nadi nnd nach in die Lago jeder anderen Geraden 
b, c, d, gelangt, die der At^ai|?e geofigL Dnrsk 
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Bar eine Gcnde» weUi# 4le A«i leiM Gertdea A» 

Afy A, schneidet. Während der Punkt Oa die Gerade 
At durchljkifl, drehen sich die genapptep £benen a, 
mm dieAaM A, Ai oiMi b>tdiroibm also xweiEbeiMB* 
liüsckel A, At, die mler iich projectiviaclt sM, weil 
keide mit der Geraden A, perspectlvisch sind, und de- 
nn eatayreebeadep Ebenen «und «i, fl imd ßu r 

M* w« >«ae Sckaer Gereder e, e, iiiiDiireii- 

siihDitlslioicn haben. Im Falle, wo der unendlich ent- 
Cemte Punkt der Geraden A« an die Stelle des beweg- 
tes Ptenktee «• tntt, werden ofteabar die «igebftfigea 
£be««n («, der Geraden Ai paraMel, and folgli^ 
wird auch ihre Durchschnittslinie dieser Geraden pa- 
laUel, so deCs man also daraus ein zweites Verfahren 
fintnfbaiai kann» nm die tarbia (a.) angeft&bite beaon- 
dere Aufgabe: ^eine Gerade sn finden, weleba 
irgend zwei gegebene Gerade Ai schneidet 
and mit irgend einer gegebenen dritten Gera* 
itn ht parallel iet»" za lüMBy aiailidi man legt 
d ar a h A, A| diejenigen zwei Ebenen, welche der A« 
parallel sind, so ist ihre Dttrchschnittsünie die vcr- 
hagM Gerade. 

Eben so wie die gsaaaateSebaar sebaeidaadcrGe-* 

raden a, b, c, d, die Durchschnittslinien der ent- 

spreshenden £l>epenpaare a and Oi, und ß und ß^^ 
a^ ii w. iwdw projeslinsaben £bsninbflscbai A, At 
sind, sind sie es aadi eowobivon xwel projeetinsdiea 
Ebenenbüscheln A, A|, als Ai, A,, und mithin von 
drei piajeatiffisehen Ebenenbftscheln A, An At« 

HL Itfiad drsl beliebig Genido A^ A« uä 
Räume, wovon keine zwei in einer Ebene liegen, kön- 
nen also (IL) yon einer unzähligen Schaar anderer Ge- 
lad«' e. b» gescbnittoi worden,, and zwar 
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4ra QmideB dufch liie Sohawr <3mder proje«ti^A 
geschnitten werden, und daCs sie andererseits die Axcn 
zweier projectivisch^ Ebenenbttacbal siad» deren ent- * 
4precliei4« Ebep^n die Schaar vo» Gerate xa Diud^ 
achnittslinien haben« Da die Lage vQn zwei solchen 
fffpjeGtivisphen Geraden oder EbepenbQschelo, wie e^ 
jr% A «i^^Ai» aU eine haliebi^B acUefa iiai« a«geiM- 
hen weaden kann, ao ist m TainiiMheli« dafii auch lun* 

gdiehrt die Projectionsstrahlen a, c, d, irgend 

Weier schiefliegender projecUvischer Gefaden \^ 
•der die Dwrfhichnittslinien .a» h, d>*.;.* dar enl^ 
apreehenden Efcenenpaare irgend sweier aehiefllegender 
projectivischer Ebeneuhüscbel A, Ai allemal von vie- 
le|i anderen Geraden, wie e(wa A«, geschnitten werden 
htaien. Dieaa Yenniilhuid wird wie- ioigit ala wahr 
erwiesen. 

a) Beünden sich zwei projectivische Gerade A, A|. 
in beliebiger schiefer Lage im ftaume» und man leg|L 
irgend eine Gerade At so» daCs aie irgend drei Profee«* 
tionsstrahlen derselben schneidet, etwa die Protections- 
ati:ahlen a, b, c (II,), so werden, wenn man sich für 
einen Augenblick die Schaar Gerader denkt, weleh« 
die drei Geraden A» Ai, A, aehfieiden, die beiden ge- 
gebenen Geraden A, Ai von denselben projectivisch 
geschnitten (Il.)y da nun die drei Geraden a,. b^ o ao* 
. wohl zn dem einen als zn dem anderen Sjstem nm 
Projectionastrahlen der Geraden A, Ai gehören, und 
da die projectivische Beziehuog der letzleren durch drei 
Projectionsstrahlen bestimmt ist, so sind folglich din 

nr8||rfing^Ghen Projectionaatrahlen a, b, d^ 

der Geraden A, Aj und die genannte Schaar Gerader, 
welche die drei Geraden A, Ai, A^ schneiden, eine 
und dieselbe Schaar von Geraden» und folglich achneide^ 
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Jede Gerade At» wekhe irgend drei Projectionsstrabkn 
e der g eg ebene n Geraden Ai begepiet/ aiidi 

alle Qbrigen ProjecHemetrilden d, e, derselben. ' 

h) Befiüden sich zwei projecüvische Ebenenbascbel 
Ay Ai in beliebiger scliieler Lage «nd »an legt irgend ^ 
efaie Gerade Af» wcidM brgend drei DnrdiscfanitteliDien 
TOD entsprechenden Ebenenpaaren schneidet, etwa die 
Durchschnittslinien a, b, c der £benen|MMure a und ai, 
f md ftgf f and /i» ao wird dieaelbe notbwendigar 
Weiae aneh allen flbrigen Dnrdiachnittalinien enCapre- 
diender Ebenen begegnen; denn wollte man sich um 
die nftmlichen Axen A, Ai zwei andere Ebenenbüschei 
denken» die unter aicb projectiTitcb and zwar beide 
«ngleidi mit jener Geraden At perspediviseh wSren, 
80 dafs je zwei entsprechende Ebenen derselben durch 
den nindiehen Punkt der Geraden Af gingen, so wür- 
den dieaelben nidit von den gegebenen EbenenbQaeheln 
A, Ai verschieden sein kOnneii, well sie mit diesen 
die genannten drei entsprechenden Ebenenpaare gemein 
bitten» doreb weldie eben ^ projectiviacbe Beaehang 
beatimmt ist 

Aus beiden vorstehenden Betrachtungen (a, b.) 
lolgt also: 

1) ftDafs die Projectiont- 1) „Dafe die Durchschnitts- 

stralilen a, b, c, d, zweier linien a, b, c, d, der 

projectivischer Geraden Af eotsprecheudea Ebenea 
A, f die sich in beliebiger zweier schUflieginder pro- 
■chiefer Lage im Baume jeetlylseherEbcneiibfltchel 
hefinden, von nncthligen A* A, von nnslhligen Gera- 

6erad«a Ag, A,, A«, denAs^Aj^A«; gctehaif- 

gaaekaitten werden IcSnnea» Ua werden kennen» nnd 
and iwar aekneidet jede iwar aekneidet jede der 
der le'titeren alle jene Pro- letsteren alle jene Dnreli- 
ieetlon8Strnklea,sekald sie leknitialinien, aebald nin 
Irgend drei derselben be* trgend drei derselben be* 
gegnet* gegneC 

2) „Dem- 
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2) „Daamach haben dieProjectionsattahlaa 
zweier tehiefliegender pro)eetiTi8eher Gera* 

den A, A, im Räume und die Durchschnittsli« 
aieii der entspreciiendeoEbcnen zweier schief- 
liegender projeetivisclier EbenenbUseliel A| 
gleiche Eigenscbaft, nSmlieli sie sind eine 

Schaar von Geraden c, d, e, » welche 

Ton einer anderen Schaar von unzähligen Ge* 

reden A,At, A,, A«»A49 geaehnitten werden^ 

und zwar sind, zufolge (II.)? 

,.jc xwei Gerade, die zu der „je zwei Gerade, die zu der 
einen oder zu der andern einen oder zu der andern 
Schaar gehören, unter sich Schaar gehören, die Axea 
projeclivisch und die jedes- proj ectivischer Ebenenhfi- 
malige andere Schaar Ge- schel, deren entsprechende 
rader sind ihre Projec<^ Ebenen die andere Schaar 
tioDSStrahleiu*' >u Durchschnittsliaien ha- 

ben.** 

Oder (IL): ' 

3) „Wenn im Räume ir- 3) „Weaa im RaaM ir* 
gend drei Gerade A,A,,A,. gend drei Ebeaenbaaeb'el 
wovon keine zwei in elaer A» A|» Ag, tob deren Axeaf 
Ebene liegen,gegeben iind; keine iwel in einer Ebene 
80 gicbt es in denselben liegen» gegeben sind» »o 
anzXhlige mit drei solche giebt ia denselben aap 
Pankle, die in einer Cor«- liblige mtl drei soUbö Ehe* 
den liegen, so dafs also die- nen» dio sich in einer Ge. 
tolben Ton einer nnslhli- reden schneiden, . welche 
gen Schaar Gerader «, b, den drei Axen begegnet, so 

c. d, ^ geschnillOB wer^ dafs also diese Ton einer 

den k5nnen. n^d diese lets- Schaar Gerader geschnil- 
tern kSnnen hinwieder von leri werden» welche eben- 
einer andern S/chaar Gera- fallsTÖn einer andernSchaar 
der geschnitten werden, zu Gerader, geschnitten wer- 
- welchen anch jene drei Ge- den» sn welcher jene drei 
roden gebaren; oder: Axen gehören; oder: 

„Wenn im Räume irgend drei Gerade. A> 
Ai» At irgend drei andere Gerade a, b, c schnei- 
den» so aebneiden alle Geraden d» e, ißcU 

13 
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cke den drei ersten begegneo» alle Geraden 

A«,A49 »welehe den drei letzten begef^nen*); 

und es hallen die iwei Sehaaren Gerader A, A^, 

As» At,A4 b, c, 4» 6,..., solche Beziehung 

%n einander:** 

Jämtä je twei Gerade« die H^aft {« >w«i Gerade aaa 
der aimlicheB Sehaar aa- einer Sehaar die Axea'pre- 
gchttrea, aater aieh pro|ee- jectiTiacherEheaeabflaehel 
|i?iaeh find and twar die aind» deren entapreehende 
andere Schaar Gerader sa Ebenen die andere Sehaar 
Prejcetieasatrahlen hahetk" tn Darchaehaitttliaiea ha- 

hea."* 

IV, Zwei solche Kosammengehürige Schaaren von 
Geraden, die dnander gegenseitig sehneiden, erfftilen 
eine lummuie, windschiefe Flfiche zweiter Ordnung, 
nSnilich das „ein fache Hjperbololid" (bjperboloj'de 
ä une nappe). Man liann daher, gemttfs der Torstehen- 
den Sitze, auch sagen: 

1) „Irgead swei ImRaame 1) „Irgend iwei im Raarae 
heliehig sdiieniegeade pro- beliebig schiefliegende pro* 
feetirisehe Gerade A, jectivische Ebenenbfiscbel 
araeagen ein eiafaehea Hx> A, A, erseagen ein einfa- 
perhelold, L h. sie aad alle ehe« Hyperboloid, d. h. die 
Ihre ProieetleaMtrahlen, Darchsehnittaltnien ihrer 
aehal der Sehaar Geirader, enispreehendea Ebenen, 
welehedie letateren schnei, aehai der Sehaar Gerader, 
den, liegen In flncsi einfa* welehe dieaelhen' sehnet- 
ehea Hjperholold.** den, liegen in einem elnfa- 

ehen Hyperhelold." 

Wenn in der Folge das einfache Hyperboloid als 
durch zwei projectivisc^e Gerade oder Ebenenbüschel 
A,A, erzeugt angesehen werdoi aoU, So mag es durch 
[AA|J bezeichnet werden. 



*) Diese fiigeniebaft wird hier mittelBt der projectifladbea 
Betiehangen anslreicig yid ehfiidier hewiasen, als es i B.hci den 
. »BweiM der fall Ist, weiehen Haehette fan Jearaal flr Ma- 
Ihepalih» Bd, I. a M. adtAeflt 
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Aus dem Obigen folgen ferner uDniUtelbar nach- 
stehende Eigenschaften des einfachen HjperboIiAds: 

2) „Das einfache Hyperboloid kann auf 
zwei Arien durch Bewegung einer Geraden a 
oder A| welche aich lAngs drei festen Garaden 
•Ay A,9 A, oder a, c fortbewegt, erzeugt wer« 
den (111,3.); oder es enthSit zwei Schaaren von 
Geraden (oder zwei Sjsleme von Strahlen), " 
welche einander achneideni und welche die 
vorhin (III, 3.) angegebene Beziehung zu ein- 
ander haben, nämlich: 

„Dafs die Geraden jeder „Dafs die Geraden jedelp 
Schaar unter sich pr«{eeli- Schaar Axeiipro|ecliritcher 
vieeh sind, ood zwar die Ehenenb. sind, deren eat* 
andere Schaar Gerader zu sprechende Ebenen die a» 
Projectionaalrahleii habeo." dere Schaar Gerader so 

DorchachBiiUliaiejihaheaft^ 

Da hiernach jede Gerade, aus der einen oder aus 
der andern Schaar, Axe eines Ebenenbaschela ist, dea- 
aen Ebenen durch die jedesmalige andere Schaar 6e-. 

rader gehen , SO folgt also von selbst die bekannte Ei- 
genschaft: 

3) „Dafa jede Ebene, welche das einfache 

Hyperboloid in irgend einer Geraden schnei- 
det, dasselbe allemal noch in irgend einer an- 
dern Geraden sehneidet, and dafa diese zwei 
Geraden nicht zu einerlei Schaar gehören.** 

Jede solche Ebene, in der zwei Strahlen des Hy- 
perbolfldfds liegen, heifst »Berübrungsebene'' desHj* 
perbololds, nnd der Punkt, in welchem sich die zwei 
in ihr liegenden Strahlen schneiden, heifst ihr „Bertih- 
rungspunkt/* Mit Rücksicht auf diese Bemerkung 
llisaeiiL sich jetzt, die obigen SttUe 50.) wie folgl 

anasprechen: 

» . •» ^ 

13* 
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4) „Alle DerührunojseLe- 4) „Der gegenseitige 
nen eines Hyperboloids, die Durclischnilt eines .einfa* 
durch irgend einen b e- eben HyperboloTds und ir- 
«timinten Punkt D gehen, gend einer beliebigen Ebe- 
mnhfillen einenKegel iwei> ne ist irgend eio Kegel- 
len Grades.^ schnitt." 

Da fe swei Gerade auf einer Schaar pwjectrriscli 
sind mid die andere Schaar sn Prc^eetionfstrahlen ha- 
ben (2.)y und da sie im Allgemeinen, yvenn sie nämlich 
nicht Ähnlich sind, Parallelslrahlen haben (§. 9, I.), so 
»IlBsen also irgend xwei Gerade ans der andern Schaar 
mit ihnen parallel sein» nnd daher folgt weiter: 

5) ^Dafs die zwei Scbaaren Gerader eines 
einfachen Hyperboloids paarweise parallel 
aindy d. h.» daCs mit jeder beliebigen Geraden 
aus der einen Schaar eine bestimmte Gerade 
aus der andern Schaar parallel ist." 

Spftter, im dritten Band, wird durch weitere Ent- 
wickelung va dem letzten Satze noch folgende Eigen* 

Schaft hinzugefügt werden. 

6) i^Aile Ebenen, welche sich durch die ver- 
achiedenen Paare paralleler Geraden (5.) eines 
einfachen Hyperboloids legen lassen, schnei- 
den einander in einem und demselben Punkte, 
nämlich im Mittelpunkte des Hyperboloids, 
oiid alle bertihren einen bestimmten Kegel 
zweiten Grades, welcher Asymptoten-Kegel 
des Hyperboloids genannt wird." 

Angenommen es seien etwa a nnd A zwei paral- 
lele Gerade, so werden, wenn man sich dra Ebmen» 

bOschel A denkt, dessen Ebenen ßf y, S, sämmt* 

lieh der Geraden a parallel sein, und da dieselben 
durch die Schaar Gerader b, c, d, • gehen, zn wel- 
cher andi a gehört (3.), so folgt also dnrdi Umkdi« 
rung der nachstehende Salz: 
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7) f,Legt nan darob eine Schaar Geräder 

eines einfachen Hyperboloids Ebenen, welche 
aamiutlich mit irgend einer zu dieser Schaar 
^ gehdrigen Geraden (a) parallel sind» a o aehnel- 
den sieh alle diese Ebenen in einer nnd deiw 

selben Geraden (A), welche der andern Schaar 
aufgehört» und welche jener besondern Gera- 
den (a) parallel ist** 

Ton den Geraden, die in einem einfachen Hyper- 
boloid liegen, ist noch folgende merkwürdige lügen* 
Schaft, die sich aof ihre lUchtung bezieht» anzugeben* 
Betrachtet man das Hyperboloid als durch zwei Ebe- 
nenbüschel, clna durch die Ebenenbüschel Ai er- 
zeugt, und denkt sich einen dritten Ebenenbüschel 81^ 
der dem A gldch, nnd der so liegt» dafs die entpre- 
chenden Ebenen (und also auch die Axen) derEbenen- 
büscbel A, parallel sind, und daÜB sich die Axen 
der Ebenenbüschel 91» A^ schneiden» so werden also 
nnch die zwei letzten EbenenbQsehel projectiTisch sein 
und einen Kegel [51 A,] zweiten Grades erzeugen (§.3^ 
Ii.)- Da die entsprechenden Ebenen der Ebenenbüschel 
A» S parallel sind» nnd mithin von den entsprechenden 
Ebeneü des Ebenenbüschek Ai In parallelen Geraden 
geschnitten werden, so folgt also, dafs die Strahlen des 
Hyperboloids [AAJ mit den Strahlen des Kegels tSAJ 
parallel sind» d. h.» es folgt daraus der nadistehende in- 
teressaute Satz: 

8} „Alle Strahlen (Geraden) eines einfachen 
Hyperboloids sind mit den Strahlen irgend 
eines bestimmten Kegels zweiten Grades pa- 
rallel, so dafs» wenn man durch irgend einen 
beliebigen Punkt Strahlen sieh denkt, welche 
den Strahlen des Hyperboloids parallel sind^ 
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' dieselben eine beftlimniteKegelfUclie twelteo 

Grades erCüllen"*). 

Aus dem ktzten Satee und aus den obigen Sätzen 
(2,4 redite) folgt weiter: 

9) „Dafs das einfache HyperboloTd, aufser den 
obigen Fällen (1, 2.)» unter andern auch durch fol- 
gende Angaben bestimmt, und auf die dabei bemerkte 
Art erzeugt wird; nSmIicb: 

a) „Wenn irgend zwei Gerade, die zu einer Schaar 
gehören und irgend ein ebener Schnitt (4. rechts) 
desselben gegeben sind; d. h.» wenn im Ranme 
irg^d ein Kegelschnitt K nnd irgend zwei ihn schnei* 
dende Gerade, etwa A, Ai, wovon aber keine in 
seiner Ebene liegty > und die auch nicht zusammen in 
einer Ebene liegen, gegeben sind; denn wird alsdann 
eine dritte Gerade a so bewegt, dafs sie stets die 
drei gegebenen festen Elemente K, A, Ai schnei- 
det| so beschreibt sie die genannte Fl&cbe; oder 
Wird alsdann durch jeden Punkt des Regelschnitts 
K eine Gerade gelegt, welche die zwei gegebenen 
Geraden A, Ai schneidet (II.)» fio sind alle jene 
Geraden die eine Schaar, und die zwei gegebenen 
Geraden gehören zii der anderen Schaar Gerader 
der genannten Fläche.*' 

b) «Wenn irgend zwei Gerade, die zu einer Schaar 
gehören, und irgend ein Kegel, mit dessen Strah- 
len beide Schaaren Gerader parallel sind, gegeben 



*) Die Strahlen des Hyperboloids nnd namcnllich mit denen 
•eines Asymptoten -Kegels (6.) parallel, nnd vifat liegt jeder StnU 

Idilefen in der IBtte tWlBchen denjenigen beiden SlmUen den 
^perMoTds, mit wMm er pmM iit nnd mit denen «r in cf • 
■er Eben» Diese Eifmekaft nebst den obigen (jS^ 6^ 0,. 7y 8 
mid 9,b) habe ickidum liei einer fifikerenGelei^nke^ in Joiir> 
Uli f. Matkctt. Bd. S. & uHgeAcilt. 
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•Ind; d. b., wenn Irgend einKcgdK twäMk€hid^ 
des und irgend zwei Gerade A, Ai, welche mit 
zwei Strahlen des Kegele parallel sind, aber nicht 
m einer Ebene liegen» gegeben sind; denn alsdum 
beeebrefbt eine dritte Gerade, die sich so bewegt, 
dafs sie stets die zwei gegebenen festen Geraden 
Bcbneidet und beständig ii^end eineni Strahl des 
Kegele parallel Iftuft, die genannte Flache; oder 
wird alsdann mit jedem Strahl des Kegels eine 
Gerade parallel gelegt, welche die zwei gegebenen 
Geraden schneidet . (IL)^ so sind alle solche Ger- 
den die eine Sdiaar imd die swei gegebenen Ge- 
* reden gehören zu der anderen Schaar Gerader der 
genannten Fläche." 
c) „Wenn irgend zwei m derselben Schaar gehörige 
Gerade A, und die Bichinngen irgend dreier 
. andern Geraden gegeben sind ; denn da diese Rich- 
tungen dreien Geraden sowohl von der einen ab 
der andern Schaar angdiören (S.)» eo sind dlso^ 
zufolge (II.)) diejenigen drei Geraden za finden, 
welche die gegebenen zwei Geraden A,Ai schnei- 
den, d. h.» welche nicht mit diesM ans gleidier 
Schaar sind, wo sodann der obige Fall (2.^ ebtritt; 
(auch kann der gegenwärtige Fall auf den Torherge- 
henden (b.) zurückgeführt werden)." 
Endlich folgt nodi, wie leicht za sehen: 
10) ,,Da{s das einfache Hyperboloid der 
Form oder Gattung nach bestimmt ist, sobald 
irgend fünf Strahlen desselben der Richtung 
nach gegeben sind; d* h.^ es sind alsdann die 
Richtungen aller übrigen Strahlen, also der 
As jniptotenkegel, genau bestimmt." 

52. In besonderen FAllen» wo die betsachteten pro- 
fedivlsdien Gebilde entweder ihnliob sind, oder ^en- 
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thOinlichc Lage eipandAr hab^n, erhalt auch die 
(hndi sw emugfe Ftochf » mkiM yoriva ni AUge« 
meinen das einlache Hyperboloid im (§. lY.), be- 
.aondere Gestalt, oder geht in Grenzfälle über, die zu 
vemhiedeiieD, iheilf hekaanleo, uiteresaanlea SAtica 

L Angenommcu es seien irgend zwei Gerade ans 
.einer der zwei Schaaren von Geraden A^^Ai, Aa, A,, 

und a* b, d, , .die einander achneideo (§.51, 

IV.), etwa die zwei Geraden Ai, projectivitcb 
ähnlich, so müssen ihre uDendlich enlfernten Punkte 
einander entsprechen (§. 13, I.), und also mufs einer 
ihrer Pro|ectionMUahlen» d. b., eine Gerade der andern 
Schaar (a, b, c, ), ttnendlicb entfernt sein, and da- 
her folgt weiter, dafs nicht nur jene zwei Geraden, 
aondern dafs je zwei Gerade der ersten Schaar A,|A(y 

Att proiectiviscb ähnlich aind, weil ale den« 

selben unendlich entfernten Projectionsstrahl haben. 
Denkt man sich den Ebeueubüschel, welcher irgend 
eine Gerade der erst^ Schaar, etwa die Gerade Ai, 

snr Aze bat, so werden dessenEbenen uti, 

durch die zweite Schaar Gerader a, b, c, gehen 

(§. 51, IV.)) und es wird diejenige Ebene, welche nach 
der Torerwfihnten onendlich entfernten Geraden gerich- 
tet ist, nothwendiger Weise den Geraden A, A^ paral- 
lel sein, weil sie nach ihreu uoendlich entfernten Punk- 
ten gerichtet ist^ und folglich vereiniget diese Ebene 
. 4iti lUchtnngen der drei Geraden A, Ai» A« in eich; 
da ein Gleiches statt findet, wenn anstatt der Geraden 

Aa irgend eine der übrigen Geraden A3, A4, ange- 

nouimen wird, und da durch die Richtungeu der zwei 
eraten Geraden A, A, alle fiichtungen einer £beoa be« 
stimmt t sind , so mtissen folglich die Richtungen aller 
Geraden A, A|, A», A«,, A4» . einer einzigen Eficne 
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lieh einer Ebene parallel sein, und vwar kann durch 
}ede Gerade eine solche Ebene gelegt werden, mit 
welcher alle parallel siiidy nnd welcha also alle lUdi- 
toDgen der Geradoi entbalt; alle solciie' Ebenen, sind 
folglich unter sich parallel, sie bilden einen Ebenenbü- 
.acbeJy der aus einem System Parallelebenen besteht und 
dessen Axe die genannte unendlich entfernte Gerade 
der sweitai Schaar ist Zar leicbteren Festbaifung nmg 
diese unendlich entfernte Gerade durch e bezeichnet 
werden, dann heifsen die Parallelebenen , nach der 
Ecihe in der sie durch die Geraden At, Af, A«»— 

geben, e, fi, e^, £3, Diese Parallelebenen werden, 

da sie durch die erste Schaar Gerader A, A|, A«, A|^ 
, gehen, die andere Schaar längs derselben schnei- 
den, and zwar werden sie dieselben pro)eclivlscli 
ähnlich schneiden, weil Parallelebenen alle Geraden, 
denen sie begegnen, in gleichem Yerhältnifs thcileQ, 
md folglich werden anch die zweite Schaar Gerader 

a, b, c, d, , Ton der ersten projectivlsch fthn* 

lieh geschnitten, daher müssen ihr auch dieselben Ei- 
genschaften zukommen, wieder ersten, nämlich esmuis 
einer ihrer Profectionsslrablen, d b«, eine Gen^de der 
ersten Schaar, die An heifsen mag, imendlich entfernt . 
sein, femer. müssen sie sämmtlich einer Ebene parallel 
sein, so dtfy dnrch jede von ihnen eine Ebene geh^ 
mit welcher sie alle parallel sind, und; daCs alle, diese 
Ebenen, die nach der Reihe rn) ßni yn, ^n)**««« heitsen, 
unter sich parallel sind, und einen Ebenenbüschel bil- 
den« dessen Axe die genannte unendlich entfemle Ge- 
rade A» der ersten Schaar Ist Man stelle sieb nun 
wiederum den vorhin erwähnten Ebcncnbüschel A«, des- 
sen Ebenen «j, fi^» Ytf durch die zweite Schaar 
Gerader a^ ..... gehaDj. Tor, und achio m4 den 
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ebenen SmMliaMM, in wdcfteni er Ton eianr derF»- 

rallelebenen »n, ßn-, yu, , etwa von der Ebene a«, 

i;e6chuiUen ivird, und welcher Strahibüschei ebeufallt 
ffb lieÜMneoIl, so werden offenbar die Slraliienaa,ba»Ca» 

dfotee Stndillillidiela der BWeken Sdiaar Gerader . 

a, b, c, parallel sein (weil, wenn z. B. eine Gerade a 

einer Ebene ttn parallel, ist» dann jede durch a gehende 
Ebene et% die £bene In ebien Strahl a» schneide^ 
der mit a parallel ist), woraus also fol|^t, dafs diese 
Schaar Gerader genau alle Richtungen eines ebenen 
SlrahlbAschels a«, oder genau alle Kichtuogen einer 
Ebene enthalten. Aus gleichen Grfinden »ttesoi 

auch die erste Schaar Gerader A, Ai, A,, A3, 

» alle Aichtungen eines ebenen Strahlbüscbels, oder einer 
£ben#9 ninilieh der durch sie gehenden Parallelebenen 

«, €1, «s, 9 naifassen. Da der EbenenbQschel At ei^ 

nerseits mit dem ebenen Sirahlbüschel ctn in Ansehung 

der Elemente a,, und an, bn, , und 

a nd ererseits nnt der Geraden A in Ansehung der £le- . 

mente «3, y^, otid a, 6, c, (wo nSmUch 

e, b, t, die Punkte sind, in welchen die Gerade 

A sogleich Ton der zweiten Schaar t^erader a, b, c^ 

* <gesduiitten wird) perspectivisch ist, so sind fol|^ 

Üch der ebene Sirahlbtlschel On und die Gerade A in 

^^nsehung der Elemente an, ba Cn, und a, 6, C, 

^...M proJccUvischy und da ferner die Gerade A mit al- 
len tibilgcn Geraden der ersten SchaaiP Ai» A„ A,, 

pro)ectivisch ist, so folgt also: dafs die zweite 

Schaar Gerader a, b, c, den Strahlen a„, bn, c», 

eines ebenen Strahlbflschels parallel sind, wel- 

4lMr »il den Geraden der ersten Schaar A, Ai, A„ 

A3, projectivisch ist. Desgleichen sind die erste 

^&baar Gerader A, A|, A^, A9, den Strahlen eines 

tfcenen^ tw i h lb ft sc h cls paraUdt wdcfaer pnit dersweiten 
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Schaar Gerader a^ b, c, ...... proJeelMldi iil« «ml 

welcher, x. B. in der Ebene < dargestellt, < beifsen solL 
Da, wie toHud bemerkt worden, die swei Srhaatea 

Gerader A, A,, A^y Ag» , a» b, dy..««*«^!! swel 

Ebenen an (oder vieliuebr mit zwei Systemen P»- 

rallelebenen «i, t«, , ccny fln, ) parallel 

find» mid swar genau alle RiehUMgen denelben e»- 
sdiöpfen, wogegen iie frfliier befan allgemeinen FeUn 
mit den Strahlen eines Kegels zweiten Gradea (des 
Asjmptotenkegels) parallel waren (§. 61, IV* 8«), ao 
folgt alao, dais dieser K^d kn gegcnwiftigai Falle 
eldi In Jene xwei Ebenen aufgelOtt hat, und somit in 
einen Grenzfall übergegangen ist. Jene Ebenen haben 
, ferner die Eigenschaft, daU, da jede dnidi eine endlich 
entfernte und dnreh eine nnendllcb entünnle Gemde 
geht, und da der Durchschnitt zweier solchen Geraden 
nothwendiger Weise unendlich entfernt sein mufs, ihre 
Berahrongsnunkte (§. 61, IV.) mit der knunmenFIftche 
(welche dnrdi die zwei Sebaaren Gerader erftült wlnQ 
unendlich entfernt ist, woher denn jede solche Ebene 
„Asjfmp totenebene" genannt werden kann, so .da(s 
dso im fCegenwartigen Falle der FIttcbe swel Sfsleme 

Asjmptotenebenen e, €|, b^, , an, ßn, /n> •••••«, so» 

kommen. Die Schaar Gerader A, Ai, A^, Ag, sind 
projectivisch lihnlicb, und swar in Ansebnng derPnnkl% 
in welchen sie von den' AsynqptoCenebenen »mf ßmf 

geschnitten werden (weil diese Ebenen durch die 

zweite Schaar Gerader a, c, gehen), daher 

werden je zwei derselben,' welche unter ^kielien Wam- 
keln zu diesen Ebenen geneigt -sind, offenbar projee* 
tivisch gleich sein, und dafs sie in der That paar- 
weise projectivisch gleich sind, und dafs ein GleiclieB 

bei der zweiten Schaar Gerader a, b, e, d, • ainit 

tndet^ kann lelehl gaseigt werden. Ikm man denke 
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101 ErscofpNM profCctifMeber GeUMe, 62. 

9kk swei A»yiptol ttw b€iiMi» etwa t md obt .nettot 
ftve DardNclaitttliBie «od dtoke aidi in der kte- 

tcn Ebene den ebenen Strahlbuschel an» dessen 

Strahlen an, hm 9 Cn, den Geraden a, b» pa» 

iflM aM» io wird upgend ein beüinniter StraU n 
der Dordikdinilttlfaiie X aenkredil aeio, und aodann 
werden von den übrigen Strahlen iiuiner zwei und zwei 
anwoU anl jeoem Strahl, aia mit der Darchschnittaltnae 
X. s^eiahe Winkel bilden» und daher nothwendiger 
Weise zn der ersten Ebene c unter gleichen Winkeln 
geneigt sein, woraus dann weiter folgt« dafs auch die ih- 

«en. parallelen. Geraden a, b» c, paarweise mil der 

>£beoe t gleicbe Neigungswinkel bilden, und Mglidi 
paarweise projectivisch gleich sind. Diejenige Gerade 
aber, welche dem besoudern Strahle, der zu der Durch- 
lehnitltlinie X aenkreeht ist, parallel ist, kann mit kei- 
ner andern projectirisch gleich sein; angenommen es 
a^ dies die Gerade a, durch welche die Asymptoten- 
dbene ira^eht, so wird also a auf X senkrecht sitehen; 
ana gleieben Gründen mala unter der ersten Sehaar 
Gerader A, Ai, A«, A3, sich eine bestimmte be- 
finden, die mit keiner andern projectivisch gleich isl^ 
angenommen es sei die Gerade \, durch welche die 
Asjmptotenebene < so wird also auch A zu X 
senkrecht sein ; demnach mufs denn auch die durch die 
zwei Geraden a, A gehende Berührungsebene (aA) auC^ 
der Dnrchsebnktslinie X» und folglich auf beiden Sj- 

atemen Asymptotenebenen £1, Ca ,an, ßn^ ym 

zugleich senkrecht stehen ; unter diesen Umständen wird 
X ,|Axe'' und der Burchschnittspunkt der Geraden 
Ar oder der Beitthrungspunkt der Ebene (aA)» wel- 
cher $1 heiCsen mag, wird „Scheitel" der krummen 
Fläche, genannt. Wir4 die krumme Fläche von irgend 
.einer. JieliebiiM £)>eiisi £ geschnitten, so. nub dar 
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Schult offnW im All gCM d aen eiM BjftAA 9äm 

denn da die Fläche zwei unendlich enifernfe Gerade 
hat» muCs er zwei unendlich entfernte Punkie haben, 
Dftdi dcDMi sltadkli die iwel DurchsofaaitUliBieiit M 
weldien die AsjmptotendMiieB «, tod der Eime 
£ geschnitten werden, gerichtet sind, er mufs folglich 
ciiie. Hyperbel sein, deren Asjuiptetea diesen Durdi« 
•dmtttdfaieii parallel flind; dem beaoMkm Falle aber, 
wo diese Durclischuittslinien der Axe X parallel sind 
(wo nUniHch die schneidende Ebene £ der Axe X, oder 
• der Diifchachnitlaliiiie üigcad xweier Atymptotenekeneil 
parallel iet), «od wo ale also neck einefli eliizigeii 
unendlich entfernten Punkte gerichtet sind, geht die ge« 
Bttmte Hyperbel in eine Parabel über; den Asjapto* 
ten der genannten Hyperbel aind iemer aoeh irgend 
zwei Gerade aus den zwei Schaaren Gerader A, A|| 

All A3, 9 a, bf d, parallel, nämlich jedea<t 

mal di^enigen swei, weloke fenen DnrcbaebnittiÜttieii 
parallel arad» in welchen die Asymptotendbenen >, ctb 
Ton der Ebene E geschnitten werden. — Je zwei Ge- 
rade ans einer der zwei Schaaren A, Au Ai, , a» b^ 

Cf j wie £. die Geraden A, Ai^ ainid Aien zweier 

projectivischer Ebenenbüschel, deren entsprechende 
Eben'^n die jedesmalige andere Schaar zu Burchschnilts* 
Ii ittben (§. 51, iU.)» dle)eiiigen zwei entspredieni 
den Ebenen aber, welche die nendfioh entfernte Ge- 
rade e der andern Schaar zur Durchschnittslinae haben, 
also die Ebenen e, müssen nothwendiger Weite pa^ 
rrilei sein, und da dies die einaige SigenthOmUcUteif 
ist, wodurch sich in diesem Falle die zwei Ebeneilbll-' 
schel auszeichnen, so ist klar, dafs umgekehrt, wenn 
iifcnd Bwei profeetimdie' EbenenbOachel A^ Ai aldh 
itt*6oleha^aolliefier Lage befibden, wo irgend twei ent« 
sprechende Ebenen parallel sind, alsdann alle oben 
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igagiiliiia« ÜMlMa and EittPüluft a l i üatt ümim 

Unter diesen besondcra Umständen heifst die krumme 
FlSche nidil sMlir cinfoclie» Hyperboloid, soodera „by« 
porbolitcbtt Parsbolold.** Aus der obigao Be» 
irachtuDg folgen nachstebendeEigensduifteB undErzea- 
gyngsarten des hyperbolischen Paraboloids. 

1) „Dm byperbalUcbo Paraboloid bat an- 
tar aadam folgandla waaantlieba Eigaaiebaf^ 
tan: a) es enthält zwei Schaaren Gera der A|, 

A«, As, , a, hf c, d, dia einander projee» 

ÜTiacb ibolieb aabnaideiit aaeb aind dia Ga- 
tadan Jeder Sebaar paarwaita projectiyisch 
glaicb, so dafs jede Gerade einer bestimmtan 
andern Garadaa projeatiTitcb giaicb Ists siral 
Garada A» a» ana fader Sebaar eine» maeban 
hierin eine Ausnahme, d. h., sie haben nicht 
ihres Gleichen; b) sf?ei andere Gerade An, e, 
ana )adar Sebaar eine, sind nnendlicb entfernt; 
e) dnreb )eda Sebaar Geraden gebt eiaSyateni 
Parallelebenen, welche nach der unendlich 
entfernten Geraden der andern Sebaar gerich- 
tet» nnd welcbe daber Aeymptotanebeaen alsd^ 
8« dafe etalao twei Systeme paralleler Aayaip^ 

totenebenen €, tif <t» •••••> ^n» ßnf yn^ hat; 

d) jede Sebaar Gerader sind dan^Asymptote»* 
•ktean» walebe dnreb die andere Sebaar ga« 
ben, parallel und sie umfassen genau alleRich* 
tungen dieser Ebenen» so dafs die Strahlen 
einaa StrablbQacbels in einer dieser £bene% 
genan die Biebtnngen all^r )enerGaraden dar- 
stellen, d. h.y jederStrahl ist einer bestimmten 
Geraden parallel» und aucb umgekebrt; e> je» 



. kiu^ jd by Google 
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i%w iokh« StraMbftaehel» dea«ett StraUen mU 

der einen Schaar Gerader parallel sind, ist 
mit den Geraden der andern Schaar projecti- 
i^iaeh (wobei oAmlicli jeder P an kl« in welchem 
eine dieaer Geraden von einer von leMn Gier 
raden geschnitten wird, deni}enigen Strahl des 
Strahlbüscbels entspricht, welcher der leiz^ 
lern Geraden parallel ial)i f) jedes Paar pro* 
jectiviscb i^leicber Gorade (a) aoa der einen 
Schaar, sind zu d en Asyniptoteuebenen, welche 
durch die andere Schaar geben, unter gleichen 
WinlLoln geneigt^ und auch amgekehrti g) jeno 
«wei besondern Geraden A, a, die mit keiner 
andern pr o^ecti visch gleich sind, sind der 
Richtung nach zvl denDorebschnitialinien der 
Bwei Systeme Aaymptetenebeoen reebtwink* 
lig, so dafs also ihre Ebene (aA) zn allen 
Asjmptotenebeuen und zu derenDurchschnitts- 
linien rechtwinklig ist; ihrDorcbscbnittspankt 
a heiCst Sobeitel and die Darcbacbnittalinle 
X der durch sie gehendeu Asyniptotenebenen 
s» fpft bei(st Axe, ihre Ebene (aA), die Berüh« 
rangaebene im Sobeitel« ist die einzige Be* 
rflbrangsebene» die aal der Axe X reebtwink. 
lig steht; h) endlich wird es (das Parabolold) 
▼on einer beliebigen £bene £ im Allgemeinen 
im einer Hyperbel geaebnitteji» deren Aaymp- 
toten denDarebicbnittslinien, in weleben die« 
selbe die zwei Systeme Asyniptotenebenen 
aebneidety ond daher auch irgend swet Gera- 
den, die sa den xwei Sebaaren Gerader (a) go- 
bören, parallel sind, und nur in dem beson- 
dern Falle, wo die sehneidende £bene £ der 
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AseX parallel ist, wird ea im einet Parabel 
i;eaeliiiltteii'' 

9) ^Das hyperboliscbe ParaboloKd ist an* 
ter andern in folgenden Fällen bestimmt und 
Wird aal die dabei bemerkten Arten erteugt: 

a) dorcb irgend zwei pro)ectiTiseb ibnliebe 
oder gleiche Gerade Ai, die im Räume 

.beliebig schiefliegen; nSmlich die Gera- 
den gehören sn der einen Schaar nnd 
ihre Projeetientttrahlen sind die aSniail* 

'liehe andere Schaar Geradjer; 

b) dnrch xwei beliebige proiectivisehe £be- 
nenbfisehel A» Ai, die im Raame aehieff 
liegen, aber so, dafs irgend zwei ent- 
sprechende Ebenen parallel sind; näm- 
lich die Axen der Ebenenbaachel gehd* 
ren zu der einen Sehaar, nnd die Durch«: 
achnittslinien ihrer entsprechenden Ebe- 
nen sind die andere Schaar Gerader; 

c) 'dareh zwei projectirischeEbenenbflschel, 
' wovon der eine ans einem System Paral* 

lelebenen besteht, also eine unendliHsh 
entfernte Aze (An oder e) hat» und wenn 
die Axe des andern jene Ebenen achnei« 
det; nSmlich ihre Axen gehören za der 
einen Schaar und die Durchschnittslinien 
ihrer entsprechenden Ebenen ainddie an- 
dere Schaar ' Gerader, nnd die P^ralfeW 

? * * ebenen 

» . • , • 

*) Das sogenannte schiefe Viereck, welclics BI. Hirsch im 
t«««ilm Hand« S. 238 seiner Sammlang geom-' Aufgab'ea he» 
amd^tdi lat» wie mm hvBMrkea wird, ein begrenzter IMI ihn^ 
hyperbdiacheii Parabolcilds, VnA die daaalUt bewieaenoi SigOh 
tdiaftaa folgen namitt«U)ar ans dea hier sbsii sldhcadia. 
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• «beiiMiBtnd da* eiBeSjaleai Asyatpiotcn* 

d) durcli irgend drei Gerade A, A|» A«, die 
inil irgend einer Ebene €s parall«! sind» 
•fcet fMvon kein« »w«t in/elMH Bbcne 
lieg««; tttmlieb dje£biiie%i»t eineAsyiup- 
. • .totenebene, und die Geraden gehören zu 
<i. der eiaen Schaar und alle sie schneildeii« 
den Geraden sind die andere Sobear 6»» 
reder jeder eine Gerade a, die sieb so 
bewegt, data sie stets jene drei schneidet^ 
. besickiHBibl die andere . Sebaar Geradem 
. . : und somit die Torgenannte Flftebe; 
. e) durch irgend zwei beliebige Gerade A^ 
At im Räume und durch eine beliebige» 
• . sie sebneidende» £bene ob» welejhe aU 
Asymptotenebene angenommen wirdi 
nämlich die Geraden gehören zu der ei^ 
nen Schaar, und alle Gc^redeo^ welcl\e:dleri 
selben sehnei.doA und mit der £bene..«bt 
paralleji sind, sind die andere Sebaar Ge» 
^ rader, oder eine Gerade a, die sich so 
bewegt, dafs sie stets jene zwei .schnei- 
det nnd bestfindig mit der Ebene paralle.l. 
ist, beschreibt die genannte FiSebe; 
d) durch irgend eine Gerade A und irgend 
einen ebenen Strahlbüschel ctm die pro-' 
lectivisch sind» nnd so liegen» dafs jeae^ 
nicht mit der Ebene des letzteren paral- 
lel ist; nUmlich die Ebene des Strahlbü-. 
scbeis ist eine Asymptotenebene^ nnd die> 
Gerade gehört zo der einen Sebaar unA 
dicjenigenGeraden die sie schneiden, und 
wovon )ede demjenigen Strahl desi^trahl»' 
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• >: IrÜschels parallel ist, welcher ihrem 
DurchscbnitUpunkte enlspriebl»- ftü^d die 
'li'. ^Adi^f« ^chitartGeradek, oder tiAs^liräde 
.* .t< die sich so bewegt, dafs sie stets jene 
Gerade A scbueidet uod in led^ui Augen- 
• /Jbh^k deai:ibPMi Du»obsdijiilitf«iikl ent- 
ff«pv4cbead««if .Stra[^l dM StraklMohels 
.1 j|»arallcl ist, beschreiLt die genftnnte 
. • Siecke" . . , . . - 

1 ZaÜl diM0P Falle VSM sich Ideht Tennelirab, 

Xi B. dadurch, dafs auch die Hyperbel und Parabel (l,b.} 
sU bestiMimende Elemente angenommen werden **). 

IL Vom bypeilMilitelien iWaboloId -findk^elo be^ 
tAndeMTiVaH MR, der lieh ftom ailgeiii«kied Flille Ilm- 
lieh verhäU, wie die gleichseitige Hyperbel zur beliebi- 
gen, nftwlieb' deijeiu§e • FaU» wo die zwei Systeme 
Atympffotelleheft^B «u einander 'rechtwinklig etiid. 
Haben A, a die ihnen bei der obigeu Betrachtung (I.) 
beigelegte Eigenschaft, dafs sie zu der Durchschnitts- 
Ütfie'X der Aeymptetenebeiiea recbtwiakUg sind» 
a« -iMvd «Ibö* im^ ernttbnten ^sHocfeln Italle aowokl A 

i • ■ » * ' * ' I 

, t) Bei dem OremfiiUe, wo die gegebene G^de A der Ebene 

ics StriMbOsehele «n paralld wird (sld ta einem nnendtt^h ent- 

ftiMtea Veabo «dkneilll),' iHft' na iKe Bleib der gtaiuialent knim- 

if|^.|Fl%!|ie, dif I>rabel, ^ b.« die onf djek rafegebofi^ j^.'fie- 

itunniteo Geraden, (zweite Schaar .Gerader), nebst der gf^ebe* 

n^ 'Cteraden A« sind die gesaromten Tangenten einer nrabel, 

iMMl iEbsae iail der EbeiNi de» SMUbtoobeb pmM Im; 

**} Das synlhelische ILuphnerlmal , "wodurch sich die'gegcn- 
wSrti'^e FlScIie vom einfachen HyperholoYd nntf rsclu'idel, besteht 
iläiulich darin, dafs sie zwei unenillicli enÜVriite Gerade enthält; 
sobald daher aus irgend welchen Gründen folgt, dafs die enseugte 
^rummeFlUche eine ( oder zwei) unriullicli enUVrnle Gerade hat, so 
ist daraas m schliefsen, dafs sie nicht mehr das allgemeine ein- 
(afche.Mj^rfaobiid, sondern die oben genannte Flüche ist. 
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wt^fimXhem.MtfmU äita derSbmt k JMteMa sein, 
nnl dA«»IHrdi AiCW'alleniOenAn.a^ b^ o, 8, , 

Bnd a 2u allen Geraden A, Ai, A,, Aa, ..... 'lenk- 
r^itU-jflkfilW M'eil diese Schaaroi Gerader jenen £be« 
M «dl « ftmlM ändi »WinTdieb-iviiiiefUcte unter 
di^tea DiiwIMtiden-^l^teiiteeitigcs h^peri^^rsches 
Parabolo id" genannt, so folgen also für «ie nachstehen- 
de besondere Kif^nsobafleE ^aiidJEdneiiguogaavIcni Kh^^h 
l)\„Bi^im\ gleioh»eati^en: bf pet^politchen 
Pacabolold siüd a) die zwei Systeme Asymp- 
ttOAepebenen zu einander rechtwinklig; b) eine 
b^fdjlmiie iGerade aas )6d^D Schall ri<]^ader 
ist^za.-alfeii Gerad«!! der*aiideBB/ScdM.:a>r i(and 
zu den durch diese gehenden Asymplolen- 
ebi^neu) rechtwinklig." • Uad<uingekelirttii . ü 
. ,3)*wVVIeiiD bfi einem JYgrperb.ala8eba(tt^ara* 
boloid eioe iGeria4e ans -dier «inän' Sch'iar zu 
irgend zwei Geraden der andern Schaar, oder 
^Ui mMr Aa^fiiplotenebene, rjecktrfviÄkiiig iat, 
so ist.ea eilt gleiokaeitif^e.^ " iti 
r-i ;3) ,yT)^8 gleiebseilig« byperboIisbheOPiita- 
boloid wird bestiuiiiit und erzeugt: ic« 
.i) darcjh ir§eikd Kirei projectii(iseh''lUiiiliche 
.{ •.Gek'Ade» aobeld sie ini'.Raildie. M»aelche 
u:. schiefe Lage gebracht werden, dal» beide 
. zuii;gen.d eiu^m und demselben Pfojec- 
llasinliatrahl Jrficiitwiakiig'.eifi4i;i.' • 
•i b) durch, irgend, zwei projeietivSscIie fiiblenen- 
büschel, sobald sie in solche schiefe La- 
■>.'■'. ge giebriaabtiwerden, dafs^ivsin dea^^zwei 
imisprMheBden .Ebeiuinpaareii^ welche 
,^ : dtef ^Utsprecliendesürechteii^tliiü«^ ein- 
, s.cblieCsen (§* 30» YL), das eine, oder an- 
ivi <Ut« Paar pacalliLiati nAnilack:4^J^ttrch- 

14.* 

f 
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m\m 'ieUattaiittie. det anderen Paars iat al#^ 
Hann ieinerd'ar f|ta«nnt«n6eri4les'A; ar * 

. c) durch zwei proj cctiTiscbeEb^lbenbüschel^ 
.! 1 wovon der eine aus ParallelebeDen'be'^ 
: ■ »teilt r anf 'weic&en 'di«r<Axcf'#e4 anderett 
:-^etttr«€b^ aiehf;' nHinlfeh dtetfe Are \it 
. ' alsdann eine der genannten G craden A, a; 
: .d) 1) durch irgend drei Gerade Ai, A,, A3, wo* 
II •*! »Tidii ; keine zwei in einer Elien^ liegen, 
• .{:u /aller die irgendeine vierte Gerade a feeliH 
«• ' > winklig schneiden; oder: 2) durch irgend 
I . swei . Gerade y die nicht in einer Ebene 
!).!:r;liege'n, wenii;8ie als an einer Sebaar Ge* 
;i rader, ünd iwar die eine als eine der ge- 
nannten besonderen Geraden A, a, ange-* 
. : . aeben werden; pämlieb eine dritteGerad^^ 
.•diift sieb so bewegt, dafa sie stets fene 
•: ! zwei gegebenen festen Geraden scheidet, 
und zwar zu der einen stets rechtwinklig 
ist, bescbreibt die genannte Fillcbe;- * 
„ej) 8«i!e]i Irgend zwei Gerade» die hiebet In 
einer Ebene liegen, und irgend eine £bei 
ne» weiche durch eine solche dritte Ge- 
. rede' gebt, die der Riebtang naclr in je- 
ne» fewei Geraden rechtwinklig ist (sie kann 
diese auch schneiden), wenn jene zwei Gera- 
den als einer Schaar angehörend nnd die 
:Bl»ene als Asymptotenebene angesebbn 
. wird; nämlich alsdann wird eine Gerade, 
die sich so bewegt^, dafs sie stets jene 
. . ftwel. leate^ Geraden scbneidet. und be« 
. ; . ittedig jener festen Ebene parallel bleibe 
«j. die genannte Fläche beschreiben; (die 
:! I ! Afliymptotenebene kannifibngenf auch nntair fol- 
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f: ' gendeaBediiigiiii^eii gegeben wenden, äls: wielcte 

-it : Geraden'' fMurallel tat» itil i t iHBM%* «feht; odet 

Ulli- welche soldie Lage hat, dafs die Ebenen der 

• Neigungswinkel, welche die Sf?ei GendeE wit 
! ' ihr biUe», parallel sind); . 

£) durch eine Gerade (A) und einen ebenen 
Str.ahlbüschel (^ccn), die projectiTifich «iiid^ 
. nid. eratere auf det Ebene ddei ieUteren 
. . ^aenkreeh« steht, nnd wenn die: Geradti 
/; , als der einen Schaar Gerader angehörend 
, ' und die Sirahi,en.des,Strahibli8chel8 aU 
. der adderen Sohaax Gerader parallel ;aAt 
.genommen w-erden; !ni*ilich «Udai{li^wM 
eine Gerade, die sich so bewegt, däfs sie 
• • :s<lei8 die gegebene feste Gerade schnei- 
. det und in jedem Angenbliek deni)ejH§ta 

• Strahl des Strahlbüschels parallel isi^ 
welcher ihremDurchscbnittspunkt (inAni 

••sehnng der profectiTischen Beiiebang) 
.entaprie'ht^ die oken genannte FUelih be>» 

schreiben/' ! • 

53. Andere besondere Fälle (§. 52.)» wobei in 
Hinsicht derErseegostfiart,' der G^stali nnd de^ fiigeri* . 
schallen der durch projectivische Gebilde erzeugten 
krummen Flächen e^g^nlhiUulichc Umstände ,statt fi^en, 
«ind folgende: . . ; . • . 

L Zmniehst n^en einige Eigenschaften» -dereoi 
Richtigkeit sich ans den ersten Elementen der GeöiUe-^ 
trie ergiebt. Torangeschickt werden. Wenn man näm^ 
lieh in einer Ebene zwei beliebige SürablbQschel B, 
bettachtet, sb findet man, dafts anf )edeiii Strahl des 
einen ein bestimmter Strahl des andern rechtwinklig 
steht; angenommen es seiett dia Stfahkn i^b^ c^^«iä« 
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fil4 Erzeugnisse pcojeotMrkcber Gebilde* S8m 

* dtttl StrahibUsclicis B nach der Reihe zu den Strahlen 
mi4*hiit fli^iclft^i.,;«"^ filniyUscbeU rec&lwinklig. 
Bi0> IklMMclpilli|«iiteT z4 «Mdo^indiMn 

gek Strahlcnpaaie liiögen in einer Kreislinie, welche 
ßim Gerade. BB-f/'die^iäie Mittelpunkte der Strahlbüschel 
▼erbindety zoni Durchmesier hat Baher fliMldiaSlrahl- 
bftMkdlMaMABieiiiiig dbt »I. eioandefi « reehtifbUtligeii 
Stiaibletipaare prdjcctivisch (§. 38, III.). Also: 
r i'^ylrif^end zwei . ebene Stra hlbüschei B, Bt» 
Aeteviachr üibrene. liegen, sind- in -Aosehang 
ter ibi ei na Dd^r recht will kl igen* Strahlen a, b, 
cj'd^l.J.; und ai, bi, Ci, di/i.«... projectivisch, 
imd ie^imifiBn' bsnea lürels, in welchem > ihre 
lÜMeipniilftte tlAiA 'ßndpnnkte einee^Dnrchmes- 
eeTs iB'ind^*). ••('*■• * 

M Mittelst dieses einfachen Satzes läfst sich nun leicht 
fbCe 'bei zwei ebenen Slrah(ba<cheln B, £| die 
ür^einM Strablbfifiehel D liegen,^ ted bei fcweiEbenen- 
bllscfaelu A, Ai die iui Räume oder in einem Strahl- 
bttschel I> beliebig liegen, ä|mlichc Sätze statt ünden, 
amd delvea' äicb' mehrere nmkwttrdige felgernngen zie« 
ben lassen. 

IL Man denke sich zwei Ebcncnbüschel A, Aj, 
dctfon* Axen beliebige' gegenseitige Lage haben <nur 

.(-,;. •> I ) .» . ' ••►> I .« •.. 

*) Die bekannte Umkehrang dieses Satzes heifst: 
itBewegt sich ein rechter Winkel (aa|) in einer Ebe^ 
■eisd, dafs seine Schenkel a, a^ stets darch irgend 
s^j^.i f^ste Punkte B, B^ gehen, so durchlünft sein 
Sclieitel (aa,) eine Kreislinie, welche den Ahstand 
d'er festen Punkte von einander zum Durchmesser 
Vit:* S 

, . Dief^er und der obige Satz sind übrigens nur besondere Fälle 
TOU denjenigen Sätzen, die man unter den gleichen Bedingungen 
erhalt j wenn anstatt des rechten Winkels j irgend ein anderer be- 
■limatlen Winbsl ^Bgenomine»>fyicd,- • • . 
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■nicbl; der Richtung' nach zn eraänder rechtvniilLUg> sin^), 
-'90 tvird auf jeder Jibene des ciDcu Ebeuc|ibü«chdis ir- 
./^M4 'i«kie In^buiUo Ebtiie dts andcro. mhtwiiilyttg 
• s«idbr w^Baib ^Umo ibve £JieiMi .paarweiie «itrlaindbiir 
^rechtwinklig «ind. Angenommen es seien die Ebenen 
^ y* ^9 ••••• des EboAeubÜscbcls A nach der R«ibe 

'n denübeaen^fri, ßr^ yi^ .deafilMn^iiMMMk 
HiWi*:y^€l[!ttfiiiUig, :»imI «die DimhtclfiHtasttiiien « db» ' «1 • 
•einander rechtwinkligen Lbencnpaare heifsen nach der 

«K^tbe a«» b^, c^f d,, i -Man denke sich femer fr- 

*0Oi^'ekia Ebeae £y'W6lebe-za der Axddea ainebfiba- 
ittHMibüschels, etwa zu A, rechtwinklig i%t, eo v?ird''dia- 
seibc die Ebenenbüschel A, Ai in zwei ebenen Strahl- 
-dtiiUdiala B', Bi scbseiden, deren MiUelpuokie B» Ba 
-«>niUch'4n den Aven A, A[, und deren Strahlen a^ib, 

c, bi, Cj, in den Ebenen a, , 

"vy ßif Yx ••••• liegen (§. 27, IL), und es ^vird die 

-hb€M' £ xo alieft ibbenän rediCwisktig 

•nein; -wail sie es %n ier: Axt A ist • Sodami ist klair, 
da Ts, da z. B. die Ebenen E, ai beide zu der Ebene 
«( rechtwinklig sind, auch ihre Durchschaiitslinie ai zu 
tdavacdbcai raobtwinklig tot, und dafs diaäe soddt äuA 
-d^nC^nideti a senkrecht ist, weil lefstetia ^a dar 
iltbene cc liegt; und da aus gleichen Gründen folgt, date 
-fä awei ^Uiebnamige Strablen der Strabibüscbel fi, Bl, 
lAm % und bi, Cond Ci, d-ond di, n: s. w. an eina»- 
'der rechtwinklig sind, so geht also daraus hervor: 
^) da£s die Durchschniltspunkte aller dieser Strahlen* 
f|Mia»e ' In« 'aüier Krekliuie liegen, wekbe dle -Gerad^ 
fMli / die 'dIe'MittelpuBkte deif Strabtbdschel B, Bi veil 
bindet, zum Durchmesser hat (I.); woraus denn weiter 
Jloi%tf h) dafe die Strabibttscbel B, B|, in Ansehung 
ijanar. Strablanpaare^ projeeci^iscb sind, und e) da(a al- 
Usö 'aiioh die Ebenenbösobel A, Ai in Ansehung ihw 
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ß und ßi, y und yx^ tk •» w. pi^o)ecüvidck mM. (weil 
fkt mit )eueu Strahlbüschelo B,B| perspectivisch fiud^, 
,mäk dafe- aie daher d) im Ailgetteinen eia J>e80iidM8 
I «Machet HjpolKiloId (§. 51, IV, L), oder #) i^em 
ibreAxen einander schneiden, einen besonderen Kegel 
«weiten Grades (§« 3jS^ IL), erzeugen, welches oder 
wekher ¥on dar £btiie £ in dcoi gwiteiitei tKrqiaa 
(a) geschiiitteii dessen DoidimessQr BB^ iMifhr 
Axe A senkrecht ist (weil diese zu £ es ist), so dab 
also f ) dieser Durchmesser BBi ein gleichseitiges hfifVr 

Misches Pacabolold beschreib» (§• 5$2, 3^df SOb imni 
die EboieE sieh selbst ftarallel fortbewegt Wud« Ead- 

lich folgt noch, g) dafs der Ebenenbüscbel A und der 
«beae StrahibUachel Bi, in Amebong ihnsr. zu. dnaft- 
der. aenkrei^hteii EknieDlaBpaare . » luid ai» ß vod .bi,. f 
und ci, u. 8. w. projectivisch sind, weil beide es mit 
dem ebenen Strahibüschcl B sind; oder man kann of- 
fenbar abgekehrt bebaopten, dafs, wenn man ana.ir- 
f^d einem Palikt Bi Lothe ai, bf, Ci, anf die 

Ebenen eines beliebigen Ebcnenbüschels 

A fället» alsdann alle Lothe einen ebenen StralUbüschel 
Bi bilden,. dessen Eheyae £ (oder Bi) au: dar-tdäe ▲ 
dea EbeaenbOscbela, sprecht ist, und der mit dseaem 
Ebenenbüschel, in Ansehung ihrer zu einander recht- 
winkligen Eleuiontenpaare,: pro)e<4ivisch ist, und zwar 
dei^eslalt, daCs je zwei entspreebeode Winkel, ^ 
etwa (ab) und (aß), d. h., der Winkel irgebd zweier 
Strahlen a, b und der Winkel ihrer entsprechenden 
Ebenen er, gleich sind oder .znaammien zwei J^ecfate 
betoagen. Es ist femer Folgendes za bemerken. ^Fll- 
let man au^^ tii\cm beliebigen Punkte D Lothe a, b, 
0, Ol, bti Ci, «.... auf die Ebenen of, ßrft 

^tßitU^ der EbeoenbOsiM Att aa.iiiLtai 
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dieielben zwei ebeap Strablbüschel §5» 93ii die bezieh- 
lUk mU den EbeMDbitocMn A, Ai |Mrp|eellwck akiil 
(g), sie* sind folglich aanli nutet aidi: projectiTisoli, not 
Z(W^r dergestalt, dafs je zwei entsprechende Strahlen^ 
wie etwa a und a| , zu einander rechtwinklig sind» wdl 
Jiate DtaUdi Lotl» ml Ebenen a mi ot «nd, welche 
aufeinander senkrecht stehen (g) ; also werden die St rahU 
büschel ^1 im Allgemeinen einen Kegel zweiten 
QnA» erzeipfiea. . (Deaaelbe folgt anck düdorcli» deb 
l«i Felle dief Axen A, A^ sich ecbneld^ <e), mm ab- 
nimmt die pben genannte Ebene £ gebe durch ihren 
Durcbscbnittspunkt, welcher D heifsen mag, stehe auf 
-der Amt A senkrechjl nnd schneide^.den anderen £ber 
aenbüschel A| in einem Sfrahlbfiscbbl B|, so dats al8# 

die Strahlen a^, bi, Ci, des letzteren immerhin, wie 

Im der obigen Betracbtunf;, zu den Ebenen a, i^«.»«^ 
des EbeaenblUqliels A eenkredit lindf nnd dafs jnaa 
£ich ferner durch den Punkt D eine beliebige andere 
£bene denkt, die den Ebenenbüschel A in einem ebcr 
aeo SUaUbttschel schneidet» eo werden alsdann dif 
Strahlen a, b, c, ... .. des letzteren za?de& StraUe« 

«i» bi, Ci, des Strahlbüschcls Bi rechtwinklig, sein, 

lUld es Wi^rdei^ beide Strahlbüschel B, Bn in. Ansehung 
ihrer an einend^ irecbtwinkü^en StraUtfni^aarey projeor , 
tiviscb sein, weil sie es mit den Ebettenbüscbeln- A, A| 
sind (§. 30, Y.)» und folglich werden sie einen Kegel 
zweiten Grades, erzengen), i) Werden die Slrahlbiü- 
adiel S&, SBi (h.) durch zwei beKebige Gerade. % Oft 
geschuillen, so werden diese, iu Ansehung der Punkte 
a, h, C» ««...^ et) Ciy in welchen sie von den 
Strahle a, b, c, ai> bi i.«- der StraUbiischal 
fetrolleB werden, projectivisch sein (weil letztere vskr 
tcr sicli es sind), so dafs also je zwei entsprechende 
Bnnkle derselben, wie etwa.a«und Oi» ynn dem.Punfcitg 
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Ö tfas unter einem rechton Winkel (anO gesc^ wc*- 
ÜMI, mni tO dtfbyitn Falle die Geraden nicht in eiti«i> 
femj'mJii llig«, 8« ^ö «ittfadies Hjpetbulold (§,tö* 
IV, 1.), und im Falle, WO sie.iil einer Bhtiie'n^eiii 
hlatü Kegelschnitt erzengen. * " ' 

f> ' ' Aus^ser Betracblong flieÜBt nacbslehende llcihe 

i 1) „Zwei Eboncnbüschcl' Aj A,, deTC« A«*Ä 
ttUhl in einer übene liegen, sin^ in Ansehung 
ytStw na einttn^^r reehtwinkli^enfibenenpaaM 
tt und a,/ß'md / und «• »•"'^»^ Tproje««»- 
Visch (c.) und erzcu-en also ein be8onde»f*« 
€ffnratt1i<ee Hyperboloid, welcl»c8 von jed^r 
Cli«M, Äte EU der A«e dct eineli oder an^erm 
Ebcnenbüschels senkrecbt-ist, in eiil«iiiKr«i«^ 
feachnilten wird, von welchem die Endpunkte 
9lMa. Durebmeteers in )enen Axen liegen, und 
wo alle eolebe Dorcbmeeser, b^i dem einett 
oder anderen System von Kreisen, in e^nreii 
l'lelebseitigen hyperboli»cben Paraboloid Ue^ 

%^n:' Öler; 

2) „Üreben sieb die Seilen fUcbei^^l, 
jlies rechten Flächenwinkels (acrO um irgend 
l>«i^ei ; feste Gerade (Axen) A, A,, die nicht in 
ei|»<^pi'Ebene liegeB^ ' so bescbreibi 4ie Kant4 
tf^s'selben ein besonderes einfaoh^e Hj^'W- 
b'oiold, welebcs durch die zwei festen (iera^ 
den gebt, und anCserdem die Eigenschaft haf^ 
4afs es »Oll leder Ebene E, die zü der einM 
oder andern Geraden senkreebt isty »n eine* 
kreise gescbniUen wird, und dafs die End- 
fiiSltflitb eine«. Dttrobmessers' dieses Kreises 
in jenen Geraden lie^gen, dnd dafs alle soldr^ 
:]>i»rcbmesser d^is einen oder andern Sysleua 
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gleichseitigen hj^perb.olischen P tv.r.a ^) o^ji 
lie%en",*)^ / I» i:.'.: .. ' i-. t»ii 

" 9 M^W^ eline S^tfWVl- ^,,7Vi^t EtieÄeiiB&s'cfceU. 

^inm A,, die Iii einem !ltVVblti1l> 
Str«lilbil»€h<frD Ite'girn (ff.); schel D liegen, sind In An- 

«Uiattiler , rechtvfrlnk|i|en jrecblwlBkll^c» fili^efiiSj^ 
Strahle'iiptäreprojectlTiscli pattre proIeetlTlsch»' nnq 
and ersevgett «Ito einen be- erievgen also ehien hkwüw 
•Mdftr« jKegel 4n(eit«;^,CiTa- deren 'Kjigiel tMUf«.,Oita* 
de«, ^l^mep BliltelpanlLt in Jesy jd^seen fililielpiial^ii^ 
D liegt» und der die £be- D liegt, und \velc:be4r.!ir*l| 
nen der Strahlbüscli el B,13i jeder Ebene die %9 d€t% 
in denjenigen Strablcn be- Axe des einen oder andere^ 
rubrtj welcbe zu iiirer Ebenenb&scbels senkfefjb^ 
Snrcbscbnltlsliuie senlc- ißi, in einem l^jreiee' 
i^fc;bt 8ii|d, in der offenbar sebnltten wird« vontWtJ^. 
die ibnen entsprecbendea cUe,m die J^i^dpnnki^ eine^ 
$4r&blen vereinigt Bei.n Dttrcbu|^84f rs jedeen|al.ii^ 
m^see^ CS» 3S, IL}" ' jenen. -Kwel Axtn Hegen.** 

• Oder: 

4) i,Dre]it sich eia rech- 4) ,,l>cwegt sicli ein rech- 
ter Winlcl (aa,) so um sei- toi- F 1 ä chcnwi n kcl (««,)so, 
nen testen Scheitelpunkt!), dafs seineEbenen «,«, stets 
der in der Durchschnitts- durch irgend zwei feste, 
linie irgend zweier feste n sich in einem Punkte D 
£benen ß, B, liegt, dafs sclineidende» Gerade A, A, 
eich seine Schenkel a» a, gehen» so hescli reiht seine 
stets in diesen Ebenen be- Ka-nte ei n cn b estiinmten be- 
finden» 80 berührt seine sondereu Kegel zweiten 
£bene beständig einen be- Grades» dessenMittelpunkt 
stimmten besonderen Ke- jener Durclisehnittspunkt, 
gel zweiten Grades^ dessen D ist, i|nd welcher ?on je- 
Mi.tt<^punkt jeuer feste der Bbe^e die zu. der 



Den ersten Tiieil dieses Salzes hat Bin ei zuerst bewiesen^ 
im zweiten Bande S. 71. der Correspondance tur VEcole imperial« 
Polytechntque, Als ich im Journal für Mathematik II. Bd. den 
Sütz zum bewnsen Vorlegte, sin^ durch ein Yeneben einige £i- 
genscbaAen weggelassen woipden. ' » '* 
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^cbeHel ,D ist» und wel- einen oder an deren 'jeaiir 

eher die «wei festen Ebe- festen Geraden senkreclit 

Ben in denjenigen Gera- ist» in einem Kreise ge- 

den berijlirt, die zu ihrer schnitten wirdf von weU 

gegenscitigenDarchsqliiiiUs- chem die Endpunkte eines 

liai« ««nkrecltt siad.** • Durchmessers ia dj^a^ 

. , . Geraden liegen^* 

. Oder 4ie lettteno Satze (S.) ted (4;) leise«! ekfer 

tofolgc (§, 34. u. §. 48.), ^'io fplßt ia sphärifiche Satze 

' 5) ftlrgend sw^l Raepl^ Q »Ji^tfnil swe! fttrtMfcl* 
Kreit« Hf H, eiaer Kugel* schel t5> ^| auf einer K««' 
fiielie find in Aneekbng 1h- gelflSöh« sind in Anft«hiin|f 
rer Fni^ktenpaare» die nm ihrer sn einander reeku- 
bitten Quadranten von ein- winkligen Strahlenpilar^ 
ander entfernt elnd» pr»- firojectifiaeh« nnd erses» - 
J^eeliriackf end ' erteugen gen also einen besonderir 
also einen besondern sphä- sphSrischen Kegelschnitt»' 
riscben Kegelschnitt, der der darch die Mittelpunkte 
|«ae Hauptkreise in denje* SB, S3« der Strahlbüsehel 
nigenPankten bcrfihrty wel- geht» und dessen Tangen- 
cbe nm einen Quadranten icn in diesen Punkten za 
TOn ihren gegenseitigen dem durch diese gehenden 
Durchscbnittspankten ab- Haupikreise recht- 
steben.** vpinklig sind/' ~ - 

Odet: . . 

* 6) „Bewegt sich ein Qua- • 6) ,,Bewegt sich ein sphS- 
drant flfl, anf einer Kui;el- rischer rechter Winkel (aa,) 
flh'chc so, (lafs seine End- so, dafs scjne Schenkel a, 
punkte üf Ö, stets in irgend a, stets durch irgend zwei 
awet festen Uauptkr eisen feste Punkte 55, gehen, 
H, H, liegen, so berührt er so durchläuft sein Scheitel- 
beständig einen beslimin- punkt (aa,) einen bestimm- 
ten sphärischen Kegel- ten sphärischen Kegel- 
schnitt, der anch die festen schnitt, der durch die fe» 
Uauptkreise berührt, und sten Punkte gebt^ uod des- 
zwar in denjenigen Pank- sen Tangenten in diesen 
len, welche in der Milte Penlrten a«f den darch die- 



... 

..i *) Süssen &U Hacheite nefsi be^viem ise hel^ 

CWv^e^poMfaHMS Sur PAsfo PoljfUMpm, Um^ i» t . ' -x» 
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-viHmheh Ihren ^giiM4tl- >ielli«tf' geH^eUcfen ' 
um I)iircli«chitt#pah1cten kreist si»Dkff«i^ I sindl'^ Odfttt 
liogep.**. Oder) »Jst derWia* »Jst die Grundlinie ein^ 
kcl an 3er 'Spitze eines spliSrisclien Dreiecks de^ 
Ypii9riteli'en Dreiecks der GröTse und Lage nach gegif- 
4^0fs0 OB d Lage nach geg«- ben» und ist der Winkel aa 
)»ea» nnd ist die Gründl!- der Spitze desselben )B.|9 
nie desselben cinQaadrant, rechter, so ist der Ort 'die- 
se berührt diese in allen ser Spitze ein best iinin ter 
ihren Tersch iedenen Lagen sphärischer Kegelschnill^ 
stetseinen bestimmtenspha- welcher durch die End 
rischen Kegelschnitt, der punkte der festen Grund- 
die Schenkel des festen linie geht, und dessen Tän- 
Winkels in denjenigen genten in diesen Punkten 
Punkten berührt» welche zu der Qrundlii^ie senkrecht 
vom Scheitel des Winkels sind«** ' . 

um den Quadranten entfernt , ** 

£a folgt weiter (u^ 

7) „Irgend zwei Gerade 9, % im' RiAiiHril 
sind in Ansehung ihrer Punktenpaare, welche 
▼on irgend einem beliebigen Panktie- D aus 
Hilter rechten Winkeln geaeken werden^ d^-fakt 
Hack welchen Tan'dietem Punkte absStrahien- 
paare geben, die za einander rechtwinkli^g 
'aindi prdjectiyisch, so dafs die Schaar QerUf 
der/ welche jene Punkt enpaare Torbindtn^ Iii 
einem einfachen Hyperboloid liegen, und dafs 
die Ebenen aller jener rechten Winkel einen 
l^egel zweiten Grades berühren, desse«il|j:tt«l« 
]^«ttkt in don genannten Punkte Daliegt (§.50.)'* 

Oder: ' ' 

8) lyBewegt sich ein rechter Winkel (aai) 
ao um eelnen Scheitel, der in irgend einem fef 
flfen Punkte D Hegt, dafs seine Schenkel a, ai 
stets irgend zwei feste Gerade 21,^1, die nicht 
in einer Ebene liegen, schneiden; sal^esehr^eii^t 
die Gerade, welche durch die )edesmaligeil 
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J^.ejileD (DurchscbaiiUpunktt §elit, ein eio£ar- 
«Im Hf.pii'b^l^i^v >n welch«» iiufeh d>i^ zwei 
f^irVeil Geraden liegtfn»"an'd' so '.berAhrt iip 

Itbenc des bewegten M iukels stets einen be- 
itiuüiiten Kegel zweiten Grades, dessen Mi#- 
ielp^tikt iefiier füiBte Putikt B ist» und/^^Uher 
aQcli .von d|^n zwei ies^j^, GeHJen S(, b.e^ 
ifthrl wir<d" *). » 

i < t9) „Wenn bei deir beiden letzten Sätzen 
^. Wd 8.) all^ B.edlDgan^geii.-die^elbe^ bU^bf»^ 



*) P^Bcelet bat diemSatz sitent)if|aiiiit ga^iicht, im eSaeip . 
XaMoin, weldtf« er der Akairmie der Wx8seiiachafi|!a:?n^ Pllrii 
wiegle* Er folgerte ihn aoa dem obigen Satze von Binei 
IHe SStze (7. und 8.) sind QimUcli, auch zufolge der gegenwSrti- 
gen Enlwfidcf'lung , als GegensSfzc der SStze (1. und 2.) anzusehen, 
pn4;^^n^alB ^otchc neb^Bs^iise gnsteJIt werde» dtemnii. So 
lie/sep sich i. B. die Sütie L% vud.A)., einander tatgemSf^Mt 
int mla aüssDrech^n: 

* ^Bewegt aicn ein recht- . »»Bewegt ei^b ein verln* 
#1ii%ltgi^i^ dVeifltebiger d^ritclies reciiwiBtli^ei 
lpkVieimlektito«,Eao, daifs l>rele^k M/D e«^» >^äti^f 
fljlPtf/^'^'*^®'^"^'^^^** SLefeeH^I 1>. d«< TfMfm 
ftetsin eine^ featenfbeneE Winkele ateta in eine|m fe^ 
M«n»<, S^tbreAd are K^lTi ateA Pnakte D bleibt,' wkiil 
MrlgebBeib^Hlielieiriav ir«ii'd'die fet«(ei1lb^i|eeE«^iv* 
ai c 1^ fi^m ,j rg^ 0 d xwe| .i?»m '«iscb Un^ yg^nil mi^ 
Gerade |A,A| drehen, so be- festen .(jrejriad^^ j^,^ .9« f^ffr 
4^cbreibi die Kanie Og des Vevre^enj ao beaclire^bt d'i^ 
rbcbtiui iWinkels (»«f) ein Hypotenäa'e ia/ 'ein ' einfä'- 
etnfac^aBjrpe^boJolAi N cbfAiüyper bolAlA^ Ln wiei^ 
welchem auch die swei fe- chem auch die zwei {^Jfit^ 
•tenGeradenA,A, liegen>und Geraden ^, liegen, und 
lo dürchl^aft der Scherte! so bewegt Üch'die Ebene 
dep JK^f^^rffinbels einen diea^ Dreiecks . als Berftliifr 
beatimm^en ..Keg<^U^bnitt, rungsebeniij ei^^ ^^t)fm|ik> 
A^linlich den 'gegenseitigen tcn Kegels zweiten Grades^ 
Durchschnitt der' festen nümlich dos Berüh rungske- 
Ebeue E ii«d* djoa Hyper* gcls ans dem Punkte^D kil 
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WK4«f^id4«cigflif}»e««|i f4ft«ejli.6i|Uil#lAafvi||| 
in einer Ebene E liegen t6littli/:-.8«'Jblte»)iefll 

Bü^li die Folgeruugeu die n ü m-lichen, aitfser 
fials alsdaun ao die Steile des einfacliea Hjr«| 
|i«Mb0t0]i4s irgend, «in Kegeif QbAiil .lHtt; -d«« 
dorch die Geradtfn ersengl wir.d» ülstiif iA^ek 
Ebene ÜQ^t, uj^d durch welch dnrfd^ ^edlitinte 
K^egel JD,:gQih.l,.r .^Uud wenn fecner iasbeson«^ 
dercder feelrPnnkt'Atei Uegl, dmt$ dun&frubJ^ 
itAlfher i-ktf intt demBufoli^ehDitlatinnkte- den 
feisten Geraden 121, % verbindet, zu den heii 
den ielzUten s.enkrecht iil» eo is4 aUdan»*d#i 
genannte KegelBchuitl «inAÜf perfcel,r fTeliA^ 

die Geraden 51, 2fi zu Asyoip loten hat.*' Die 
KicbUgkeit des leUlon Falles (ol^, v^ie mau leicJit. iie« 
merken- wirdi« .dafrans» dai» 4*^ uiiendlidi »itfi^wift 
Bunhe der Geraden tt^-lfi nffeiiUr den ini ihrem ge^ 
geoscitigen Durchschnitte vereiuiä;tcu Punkten ent^pref 
elieki.(§. 40, I.)* Auch kann dieser £aU dadurch 
ana.dem. obigen Saize (4» ünka) gefoig)6rt mrden, ^dafa 
man . die dort genannten Ebenen Ii, B, dnrib .ekfe 
snUbe dritte Ebene £ sclmcidet, welche zu ihren 
DiortbaebotUslime.jBenkrecht iat, nnd .ivekbeiniiliiiii^inil 
d«^eafgen beiden iStaUen, in nreldüli :|«ne Ehmei^ 
von dem daselbst gcnanulea Kegel D berührt werdoo^ 
parallel ist (§. 36, III.). . . : ;; ' 

ciQ) »Steht die Ate eiaea. EbienenMcdieis 
Ainnf'der Eben« eines ebenen StiTablbOaeh^la 
Bk senkrecht, so sind beide Gebilde in Anfte* 
liung ihrei.zu einander rechtwinklif^en lilen 
^wentenpaare pro}eGtiviaQk(g.).u:nd!-erseingeil 
Hen Kreis, welcher in der Ebene.- .dea .Strahle 
buscheis liegt, und den Abstand des Punktes 

B» in üteicbem jene AiRe.Aw diese £bene lrAf£t,. 
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fibm-MilUlpunkte Bi des Str^blbttseheli^ zan 
llQjp0b»eMer hat'' ^ • • i"***' 

Da durch drei Paar entspredieiide • BleMMiM 4to 
projecÜTiscbe 'Beziehung zweier Gebilde bestiiiimt ie^ 
•o folg» Hl* 4en dUgen Sfttaeik (1, % 5^ 7 tud lOiX 
tad» UiAeKniiig, die nadsfeliciideiis i - ' 

11) a) ,,Sobald bei zwei projectii^s^hen Ge- 
bildM aeieii es 1) zwei Ebenen.büv^hel Aj 
Af« dcfreii Ai^en In eiser ElieiiiK liegefl aidf|M 
(3.) oder njekt fi:;; öder Q) iw^l e¥Me S4v*hl- 
bfischel ßt die in einer Ebene £ (I.) oder in 
•l»etti&tr»liiliüsolieil>(a) liegen; oder-3> «wel 
•fhkTieefceHauptkreise H<Ili (§0$ oder4) sw«i 
sphärische Slralilbüschcl 93, ^bi (5.); oder end- 
lieh -6) ein EbencDbüschei A und ein ebenet 
ttrehlbtsehel Bi (liSk) — irgend drei^ enHrpff#* 
chende Elementenpaare IK einander rteht^ 
wii)kilg sind» so sind je zwei der übrigen ent- 
s|>reehenden £ienienle ebenfalls -zn einende» 
peehiwtnkligt" ttnd b) «Sebald b^i twei proje^ 
tivischen Geraden a(, 9(i (7.) irgend drei Paar 
ealsprechende Punkte von irgend einemPunk« 
teD ave nnter reehten Winkeln gesel^n •wei^^i 
den, so finde! fQr Jedes der übrigen Paar« 
entsprechender Punkte ein Gleiches statt»'' 

Und daraus folgt weiter: 

12) a) ,,Dals bei zwei beliebig liegenden 
projectiTischen Gebilden — von der Art, wi^ 
sie so eben genannt worden <11, a.), ausgenonU 
ndn der {Qnfte Fall im Allgemeinen mmi 
höchstens nur zwei Paar entsprechende 
nente zu einander rechtwinklig sind«, nämlich 
es sind entviped^r swei^ oder nnr ein^ odor gav 
k^ln Pew4n ainakder fiehlwinklig^ ebea*84v 

» wie 
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wie bei zwei projectiviseheii GebildeDt wenn 

sie iu- oder aufeinander liegen, entsprechende 
Elementenpaare zusammenfallen;*' und b),,daf.8 
,bei Bwei beliebig liegenden projeclivltcben 
Geraden von irgend einem beliebigen 

Punkte aus, gleicherweise entweder zwei oder 
nur ein, oder gar kein Paar enteprecbende 
Punkte unter rechten Winkeln gesehen w«r- 
den^'* Und 2war sind die erwähnten Elementenpesre 
v?ie folgt leicht zu finden. Sind z. B. zwei beliebig 
liegende projectivische £benenbü8chel A, Aj gegeben» 
so denke muk sich einen solchen dritten Ebenenbflichel 
As, der mit A| einerlei Axe hat, und der mit A in 
Ansehung ihrer zu einander rechtwinkligen Ebenen- 
paare proiectiviseh iat (L)» so, sind alsdann aneh At 
imd A, projeotiTlseh, und so yiele entspreehende Ele« 
iiientenpaare der letzteren zusammenfallen, eben so 
viele entsprechende Elementenpaare von A, A| müssen 
offcpbar zu einander rechtwinklig sein; die vereinigten 
entsprechenden Elemratenpaare- von Ai, At 
aber nach (§. 31, III.) gefunden* Bei den übrigen Paa- 
ren von Gebilden ist die Lösung ähnlich« 

Die obigen Sftl»e (2» 4 und 6.) kdnnen unter an- 
dern in folgende GrentfBlle Ubergehen: 

13) „Wenn nämlich in (2.) und in (4.) die 
gegebenen festen Geraden A, Ai zu einander 
rechtwinklig sind (bei (3.) der Kichtnng nach)^ 
so treten offenbar an die Stelle sowohl des 
einfacheutijrperboloids (2.) als desKege^ß (4.)^ 
zwei Ebenen» wovon jede durch eine d«r bei* 
den festen Geraden geht und zu der ledesma- 
ligen andern senkrecht ist, und die daher auch 
zu einander senkrecht sind; d. h., sollen di,e 
Seitenflli^en cv, sd eines ntchien FUchenw|n* 

15 
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kels (ofti) ilnrch )ene mwel %n eiaander reelit- 

winkligen festen Gerades A, A, gehen, so ist 
der Ort seiner Kante auf die zwei gcnanu- 
tenEbenen beschrftokt; Und wenn in (4 links) . 
die gegebenen festen Ebenen B, Bf lo einan- 
der rechtwinklig sind, so retluzirt sich der da- 
, selbst genannte Kegel auf diejenigen Geraden» 
In weleben er soTor Jene Ebenen berührte, 
i>der vielnehr %tht die KegelflScIie in die 
Fläche des durch diese Geraden eingescblos- 
acnen Winkels über; denn alsdann ist jede . 
¥Ott diesen swei genannten Geraden za allen 
Geraden in der andern Ebene senkreebt. Aehn- 
licbes folgt für die sphärischen Sfitze (6.)/' 
1 14) „Zwei gegebene proiectiTlscheGebilde^ 
nlnltcb entweder o) »weiEbenenbdschel A, A>, 
oder ß) zwei ebene StrahlbOsch cl B,, so zu 
legeui dafs ihre entsprechenden Elementen- 
paare sn einander rechtwinklig sind; und fer^ 
ner: /) wenn zwei pro)ectiiriscbe Gerade 
. in beliebiger schiefer Lage im Räume gege- 
ben sind» denjenigen Punkt D au finden, von 
weichem ans ihre entsprechenden Punkten- 
paare unter rechten Winkeln gesehen werden.*" 
Auflösung, a) Man halte den einen EbenenbÜ- 
sdbtlf etwa A, in seiner gegebenen Lage fest, und fkUe 
ans einen beliebigen Punkte Bi Lothe auf seine £be* 
ncn, so dafs ein ebener Strahlbüschel B, entsteht, wel- 
cher mit dem Ebenenbüschel A (10.), und mithin auch 
nü dem Ebenenbischel A^, profeetivisdi ist. Sodann 
konuttt es nur darauf an, den EbenenbOschel At so zn 
legen, daf« er mit dem festen Sfrahlbüschel Bi pcr- 
spectivisch ist. Man suche zu diesem Endzweck die 
Sdbcnkel Bu W ond Seiteitfildiett Cu fi der enfspre- 
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dieDdeii rechten Winkel der beiden Gebilde B,, Aj ' 

(§. 30, VI.). Da die Strahlen Si, ti, der Voraussetzung 
gemäCs, fest sind, so ist der Ort der Kante Ai des 
rechten Flichenwinkels (<ri ti), wenn eeine Flächen 
darch fene Strahlen gehen sollen, anf diefenigen zwei 
Ebenen S, T beschränkt, welche durch Si, tj gehen 
und beziehlich za t|, 8i senkrecht sind (13.). Sind 
ferner flt irgend zwei andere ta einander recfatwink* 
lige Ebenen des Ebenenbüschels Ai, und sind ai, bi 
die ihnen entsprechenden Strahlen im Strahlbüschcl Bi, 
80 ist der Ort der Kante Ai des rechten Fiächenwin- 
kels wenn sdne Utfdien durch )ene Strahlen 

gehen sollen, auf eine besondere Kegelfläche K zwei- 
ten Grades beschränkt (4.), welche durch die Strahlen 
ai, bi geht» und die daher nothwendig^ Weise toü 
der einen oder andern der Torigen Ortsebenen S, T 
in irgend zwei Strahlen lA, *A geschnitten wird, in 
denen aliein die Kanten der zwei genannten Flächen* 
Winkel (tf^Ti), Cuißi) znsammentrefCen können, und In 
denen folglich allein die Axe Ai liegen kann, um der 
Aufgabe zu genügen, d. h., um damit der Ebenenbü- 
achel Ai mit dem festen Strahlbüschel Bi perspectivlseli 
sei. Um die genannten Strahlen iA» '^A in der Tha< 
zu finden, kann man danach z. B. wie folgt verfahren. 
Es stelle ("Fig. 51.) das Papier die Ebene des Strahl- 
bfischels Bi vor» wo man sich also die Ebenen S, T 
doTch die Strahlen s^, ti und senkrecbi anf Jener Eben« 
zu denken hat. Da die genannten zwei rechtwinkligen 
Ebeuenpaare Oi und r,, ai und ßi des Ebenenbüscheld 
Ai nothwendfger Weise abwechselnd aufeinander fol-* 
gen, etwa in der OirdHung cfi, eri, Ti, ßi^ so müssen 
auch die ihnen entsprechenden Strahlenpaare St und ti» 
&! und bi im StrahlbQschel Bi abwediselnd aufeinan« 

der folgen» ond zwar nach d^ Ofdnung si, at, U, bj , 

15* 
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^ 29, II;). Da femer der genaimte Kegel K voo ^e- 
der Ebene £, welche za einem der zwei Strahlen »i, bi 

senkrecht ist, in einem Kreise geschnitten wird, wovon 
die Endpunkte eines Durchmessers in diesen Strahlen 
liegen (4. rechts)) so ist also jede Gerade a die niai| 
zwischen diesen Strahlen and s. B* auf ai senkreht 
zieht, ein solcher Durchmesser, der nothwendiger Weise 
jedesmal einen der zwei andern Strahlen Si, ti, hier f^, 
•duieiden uniCb; über diesem Durchmesser beschreibe 
man sofort in der zugehörigen Ebene E, welche die 
Ebene T in einer Geraden la^a schneidet, den genann- 
ten KreiSy '80 wird dieser jener Geraden ^a^a. in zwei 
Punkten la, begegnen ^ durch welche die Terlanglen 
Sirahlen lA, gehen. (Man könnte tlbrigens auch 
tiber demselben Durchmesser in der Ebene der Figur 
einen Kreis beschreiben » und hier die Länge der Ab- 
schnitte tat, ^ot, so wie die Winkel, welche die Strah- 
len lA, *A mit dem Strahle tj einschliefsen, oder mit 
einem "Wort, die Dreiecke, atßi, ^ütB^ üoden, wie 

■ 

leicht zn sehen ist). Hat man auf vorstellende Weise 
zwei bestimmte Lagen lA, ^A für die Aze Ai gefoh- 

den, so kennt man zugleich alle möglichen Lagen der- 
seU»en» indem sie aus jenen dadurch, und nur dadurch, 
in andere, ihr zukommende, Lagen übergehen kann, 
wenn sie mit sich selbst parallel fortbewegt wird. Es 
ist daher, wenn die Lage der Axe A irgendwo fest 
angenommen wird, die Lage, oder der Ort, der Axe 
Ai nidit beschr3nkt, sondern nur ihre Richtung, und 
zwar ist diese auf nur zwei bestimmte Richtungen 
lA, 'A beschränkt. Die Axe A^ kann daher auch in 
solche Lage gebracht werden, wo sie jene andere Aze 
schneidet, und wo alsdann die Strahlbtischel A, A| den 
mehrerwahnten besondern Kegel erzeugen. — Wenn 
insbesondere die gegi^ienenEb^enbüsohelA» Ai gleich 
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siudy 8o hlLeUf wie leicht za tehen, die zwei Strafalen 
iAl, in einen einzigen znsanmen, welcli^ zn der 

£beDe des Sirahlbüschels senkrecht ist, so dafs 
alsdann die Axen A, Ai der Ebeuenbüscbei parallel 
iverdeBy und wo alsdann letztere den eogenannteii 
geraden Cyiinder erzeugen. 

ß) Aus den obigen Sätzen (3 und 4, links) folgt 
zafOrderat, dafs, um die gegebenen Strahibfischel Bi 
In die ▼«riangte Lage zu bringen , von den Schenkt 
ihrer entsprechenden rechten Winkel (sf), (sjt,) (§. 9,If.) 
zwei ungleichnamige y also entweder s und ti, oder t 
ond Tereiniget werden nOsaen. Ist dieses gesclieben^ 
nnd zwar so, dafs zugleich die Mittelpunkte der Strahl-' 
büschel zusammenfallen (in D), so ist sofort nur noch 
nötbig den letzteren fiolcbe Lage zu geben, d. h., ihre 
Ebenen so gegen einander zn neigen , dafs irgend ein 
Paar andere entsprechende Strahlen derselben, etwa a 
und zu einander rechtwinklig sind, denn alsdann sind 
drei Paar entsprechende Strahlen s und S|, t und ti, 
a and ai zu einander rechtwinlilig, und folglieh die . 
Aufgabe gelöst (11.). AHein bei genauer Untersuchung 
dieses Verfahrens gewahrt mau bald, dafs von jenen 
uBgleichnanigen Strahlenpaaren nieht jedes, sondern 
nur eins Ton beiden, vereiniget werden darf, und zwar 
Terbält es sich damit wie folgt. Von den zwei Win- 
kclsummcn (as) + (aitj) und(at) -H (aiSi) ist nämlich, 
iai Aiigeiueinen, die eine gröfser und die andere 
kleiner als ein redbter Winkel, weil beide Swmneir 
zusammen zwei rechte betrafen, diejenige Summe nun, 
welche gröfser ist, enthält jedesmal die zwei Strahlen, 
welche aliein Tereiaiget - werden dürfen. Burdi die 
wirkliche Anfldsung wird diefs, wie folgt, klar darge-> 
thau. £s sei z. B. die Summe (al) + (a, Si) > R, so 
lege man die Strahlbllschel so, dafs sowohl ihre Mittel- 
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ptmkte B, Bi, als die Strahlen t und Si vereiniget sind. 
WM aodaim die Lag# d«s elnMi SlrablbOaclieb, etwa 
die des als lest aii|;eDOfiiaien» (Fig. 52.)9 so ktM 

der andere seine Lage nur noch dadurch ändern, 
dafs er sich um den gemeinschaftlichen festen Strahl tS| 
henmibewegt» wobei der Strahl Si oftebar einea (ge- 
ladeo) Kegel sweiteD Grades besehr^t; es soll aber 
diejenige Lage dieses Strahls gefunden werden, wo er 
XU seineiD entsprechenden Strahle a rechtwinklig ist, 
flbr diesen Fall mtais er also aneh in der Ebene £ lie- 
gen, welche im Punkte B auf dem Strahle a senkreeht 
steht, und die also durch den zvl a rechtwinkligen 
Strahl e geht, folgUeh kdnoen nar die|enig«i zwei 
S6aUen la, 'a. In welehen diese Ebene £ jenen Kegel 
schneidet, die gesuchte Lage des Strahles a, darstellen, 
wodurch fofort auch die Lage des Strablbüschels B,, 
in der dieser allein der Au%abe - genügt, besünint ist 
Wie die Strien la, *a in der Tbat zu konstroiren 
sind, ist nach diesen Angaben leicht zu sehen. Auch 
siebt man jetzt,, warum die Auüösuog unmöglich wird, 
wesui (at) -f- (aiSi) < R ist, well nSailiob alsdann 
Winkel (aiS|) < (et), so daCs folglich die Ebene £ 
den durch ai beschriebenen Kegel nicht in zwei Strah- 
len sdineiden kann. *- Wenn insbesondere die Strahibü- 
schd B, Bi gleieb sind, so berfibrt die Ebene £ den 
genannten Kegel, weil dann Winkel (et) «s (a,Si), so 
dafs beide Strahlen la, ^a mit e zusammenfallen, und 
•o dais alsdann auch die Ebenen der Strablbttscbel auf- 
einander fallen. In diesen Falle kdnnen aber die 
Strahlbiischel auch in solcher Lage der Aufgabe genü- 
gen, in der sie anfangs oben (L) betrachtet worden, 
wo sie alsdann einen Kreis erzengen. — Kine es dar^ 
anf an, die StrahlbOschel so zu legen, dafii ihre ent- 
sprechenden Strahlen blofs der JEUchtung nach zu ein- 
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auder rechtwiokli^ wäreo^ wenn z. B. ihre Mittelpunkte 
ia fester Lage gegeben wSren u. s. w.» so dürfte mma 
mtir eben to verfalireB, wie Torbin, und sodann den 
Strahlbüschel Bi 8o legen, dafs er mit sich selbst pa- 
rallel w^e und aalserdem lenen übrigen gegebenen 
Bcdingnngen genügte, 

y) Man besebreibe Aber irgend drei Pitifeetion»- 
elrahlen der gegebenen Geraden ^i, etwa über aOi, 
bbf, €C|, als Dnrcbueiser gwonunen, KHgelflAcbai^ 
w^lcbe -Hch, im Allgemeiaeny In irgend zwei Pünkteip 
I>, Dl schneiden werden, von denen offenbar jeder 
der Aufgabe genügt (11, b.), Schneiden sich die drei 
Kingelflicben nicbt «Miawen in zwei Punkten (oder 
berAbrcn einander wenigatent in flineni PiukO, so ist 
die Aufgabe für die gegebene Lage der Geraden % 
unniöglicby sie kann aber, wofern eine Aenderang 
dieser Lage g^latlet wird» Iciobl möglidi genadhl 
wPOiiden. 

Es ist hierbei noch zu bemerken, dafs jede der 
vfrm obigen Anflösongen (o.)» (ß) auch auf die andere 
«zurüdLgetnbrt werden kann <b.), und dafs Idiner aoch 
die ihnen entsprechenden sphärischen Aufgaben sieh auf 
ähnliche Weise lösen lassen. 

Dwrdi die erste Anflösong (ok) ist aucb mgleicb 
di« folgende^ %u (§.30.)'n*<>btrfiglicbe,Aa%abe geldst: 

15) „Zwei proj ectivische Gebilde A|, Bi, 
II ä ml ich einen Eben eubüschel und einen ebenen 
Strabibftsobely die in beliebig schieler Lag^* 
gegeben sind», in perspeetiTi'scbe Lage zu 
bringen." 

Wie die genannte Auflösung zeigt» - kommen dieser 
Aufgabe»' im AUgemeinoi» zwei AuflAsiingen zn» d. b,» 
wird die Lage des cioen Gebildes als fest' angenommen» 
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60 kann das andere in zwei verficbiedeuen Lagen der 
Aufgabe genügen. 

In B«iiig Mif die ol>«n lielrachtelen iwondera Er« 
EmgBäu% projeciivisdier Geliild«, deren enfipreebende 
Elemente zu einander rechtwinklig sind, ist endlich 
noch zu bemerken, dafs sie bei gewissen Untersuchung 
neu (imRauM und wd derKof^fliehe) ftholiche Hülfe 
leisten, ifie man sie vom Kreise, verniöge teifiier in 
OL) angegebenen Eigenschaft, allgemein zu benutzen 
fewohnt isl, und was z. fi» aack scboii bei der Torate- 
fcendeii AaflOsimg (fl.) zu seben ist Defsbalb ang. m 
Hinsicht des besondern einfachen Hyperboloids (1, 2.) 
und des besondern Kegels zweiten Grades (3, 4. rechts^ 
kier noch insbesoiMlere ermaert werden: »Dafs dieae 
' Figuren, Tor den übrigen ihrer Art, daran za 
erkennen sind, dafs jeder Kreisschnitt in ih- 
nen zu einem ihrer Strahlen senkrecht ist, und 
dafs aie daher unter andern wie folgt», be- 
atimmt und erzengt werden (§. 51, lY, 9.): 

16) „Bas genannte besondere einfache Hy- 
perboloid wird bestimmt und erzengt: 
. a) wenn irgend ein Kreia K und zwei ihn 
achneidende Gerade A, Ai, wovon die 
eine A senkrecht und die andere Ai be- 
liebig acbief anf aeiner £bene steht» und 
welehe Geraden sich nieht achneiden, ge-. 
geben sind; nämlich bewegt sich alstann 
« eine dritte Gerade a so, dafs sie stets die 
drei gegebenen festen Elemente K» A» Ai 
aebneidet, so bescbreibl sie die genannte 
Fläche; oder: 
b) wenn irgend zwei feste Gerade A» Ai, die 
niebt in einer l^bene liegen» gegeben sind» 
und ein veränderlicher Kreis K sich so 
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* *• bew^e^ti dafs seine Ebene stets zn der ei- 
nen. G-erftden A senkrecht ist, und daft 
st^te die Endpunkte eines Darchnessert 

desselben in den zwei festen Geraden lie- 
gen, so beschreibt er die genannte Fift«' 
. che.'' Und: 

17) „Wenn irgend ein Kreis K nnd irgend 
eine ihn schneidende und auf seiner £bene 
neakrecht stehende Gerade A gegeben sind^' 
so wird durch jeden Punkt D in der Geraden 
und durch den Kreis der genannte besondere 
Kegel erzeugt, d. h., so ist der Kegel, welcher 
durch den Kreis geht und jenen Punkt B zum 
Mittelpunkt hat, ein solcher besonderer 
Kegel." 

lU. An die vorstehende Keihe von Sätzen hätten 
fast unmittelbar noch mehrere andere Sitze angeschlos- 

sen werden kCliinen, wovon ich einige im Anhange auf- 
stellen werde. Hier soll nur noch ein cigentbümlicher 
Fall (I.)» der mit einer Einschränkung schon in der 
TOTgen Betrachtung (II, b.) vorkam, Platz finden. ' 
Fället man nämlich aus einem beliebigen Punkte 

D Lothe auf die Ebenen er, ßi, y^y 

irgend zweier beliebig scluef liegender projecüvischer 
Ebenenblischel A, Ai, so bilden dieselben zwei ebene 
Strahlbüscbel B,Bi, welche bezieblich mit den Ebenen- 
biischeln A, Ai (II, g.), und folglich auch unter sich, 
projectivisch sind» und welche somit» im Allgemehien» 
einen Kegel zweiten Grades erzeugen, dessen Mittel- 
punkt D ist. Ferner folgt, dafs die Ebene irgend zweier 
entsprechender Strahlen (Lothe) der Strahlbüschel B» Bi» 
wie z* B. die Ebene (aa,) der Strahlen a, a^, zu der 
Durchscbnittslinic a, der diesen Slrablen entsprecbendeu 
Ebenen ui der EbeneMbüschcl A» A| senkrecht ist. 
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Wird endlich noch criouert, dafs die Ebenenbüschel 
A, AiY da<m Mob in scUelerLage befinden, im Allge- 

Kegel zweiten Grades erzeugen, so folgen also nach- 

«lebende Sälze: 

1) „Alle Ebenen [(aai)], welebe durcb einen 

beliebigen festen Pankt D geben» nnd vovon 

Jede zu irgend einem Strahle (B)) eines cinfa- 

Chea Hyperboloids I^AAi] senkreeht ist, um-» 

ballen irgend einen Kegel D sweitett GradeaL*' 

S>MFillei mmn an« Irgend 2) n^ef^H mttm darak liw 
aiatm Punkte D, (Darck- gend einen Pnn)rt D Ebenen^ 
aehnitt der Azen A, A«) welche anf den Strahlen 
Lothe anf die Berfthrungt- eines gegebenen Kegela 
ebenen einen gegabananKe> [AA,] «weiten Crtadea reckl» 
gel.a D swaiten Gradea, ao winklig stehen» aa «mhftl^ 
liegen aie in einer andern len nndherfihren sielrgend 
Kegelfitehe [AA,]Ton dem- einen andern Kegel D too 
aalbae «tada»^ damaelben Crada**^ 



Z.n8aniniengeaetstere Sitae nnd Aufgaben. 

. • • • 

54. Die in den Torfaergdlenden Paragraphen (§. 50 

— 53.) entwickelten Eigenschaften beliebig schief lie- 
gender projectivischer Gebilde und deren Erzeagnisse 
führen, durch Wiederholung und Verbindung, zu zu« 
sammengesetzteren Sätzen, und zwar sind sie sehr da- 
zu geeignet, eine Menge von Aufgaben leicht zu lösen, 
viele Sätze einfach zu bewetsen» den inneren Zusam* 
Nhcnhang von Porisnien klar darzustellen, so wie end- 
lich auch die AbhHngigkeit gewisser Systeme ungleich- 
artiger Figuren von einander zu begründen, und die 



*) Di»'Sfn Salz, nebst C'iriij;»'ii luil ilim zusaiiiintMiliiingnub'n 
Eigrnschalli'ii , habe ich zueisl bei einer Gelegeoheit im Journ. ü 
Maikem« Bd« II, lieft Iii. ausgesprochen. 
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Gesetze iQr die Uebertragung der EigenaciiAfleii des 
einen Sytiam auf das andere nadiin weisen.* Elaige 

IMiseende Beispiele werden liinr^dmid sein, nm dieses 
»lies ins Klare zu setzen. Ich mufs jedoch beiuerkeiv 
dafs man hier aaf ftboliche Weise, wie frttlier (§. 19 
25.), (§. 41 ^ 43.) und (§. 46.), zu Werke gelien 
könnte, nUnilich durch stufenweise Verbindung der Ge- 
bilde und mit genauer Oekononiie, alle verscbiedeuea 
Reihenfolgen Ton SSIzen and Anfgaiien m entwickeln. ^ 
Mehrere hierhin ^diOrige Satze und Aufgaben w^rde 
ich im Anhange, zur Selbslübuug, aufstellen. 

55. Zum Bebufe eioiger nachfolgender Sätze und 
Aufgaben, so wie zur Erleichterung fftr alle späteren 

ähnlichen Belrachlungeu, sollen hier vorerst einige Er- 
klärungen festgestellt werden» welche als Ergänzung 
oder als ErweiteruDg sich an die obigen . Erklärungen 
(§. 19.) anschliefsen, und weiche eigentlich schon frfl<« 
her (§. 32, oder §. 33.) ihre Stelle hätten linden kön- 
nen. Aehnlicberweise nämlich,- wie in (§. 19.) die Fi- 
guren in der Ebene erklärt und in ihrer Vollständig« 
keit aufgcfafst worden sind, sollen hier Figuren, im 
Allgemeinen, mögen sie in einer Ebene E, oder in ei- 
nem Strahlbttschel D, oder im Räume Qlierhaupt liegen^ 
erklärt und aul{g;ehlst werden, und zwar wie folgu 

Irgend n Ebenen, die alf sa- Irgend n Punkte, die als za- 
sammengelinrend ins Ang gefaCrt saniRieogeliurend ins Ang gefalsl 
werden, «ollen forUn „TollstSn- weiden, sollen fortan ^voilstfiiK 
diges n Flach** htÜf«'«, näm diges n Eck" heifsen, nSinlich 
lieh die Ebenen sollen seineFlU- ilie Punkte sollen seine Ecken 
chen und die Geraden, in de- nnd die Geraden« in denen eie 
• nen sie sich paarweise sebneiden, paa r »r e ite liegen, sollen seine 
•ollen seine Kanten geunnt Seilen genannt werden; es hat 
werden; es hat also im Gössen also im Garnen ^ n (n-1) Seiten. 
■i n (n-l) Kanten. Femer sol- Femer sollen die nPunli<>, w<>iin 
len dJ* nEbenen, wenn sie in ir- sie in irgend einer hpstlinmU n 
gend einer bestimmten Anfeinan- Anfiiinsnderfcdy v^^gfikiU wer- 
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derfolge aufgefafst iverdeo, wobei den, >vobel nSmlicli der erste als 
nrnnlicli die erste als auf die aufdeu It tzteu (nten) folgend an- 
let7.te (nte) folgend angesehen gesehen uii'd, „einfaches n 
wird» „einfaelies n Flach'* Eck'* heifsen, und zwar sollen 
Iieifsen, und zwar sollen nur al- nur allein die Geraden, in denen 
lein die Geraden, in denen sich die unmittelbar aufeinander fol- 
die unmillelbar aufeinander fol- genden Punkte paarweise liegen, 
genden Ebenen schneiden, Kan- Seiten desselben genannt wer- 
ten desselben genannt werden; den; das vollständige n Eck nm- 

das vullütändige n Flach mofafst fafst also 3« 4, 5 n einfache 

also 3. 4. 5 n einfache a n Ecke ( 25, Note). Endlich 

Flach (§.25, Note). Eodlich foll sott das ToIlstSndige n Eck, so 
das Tollstlodige a Flaebt wie yrh ]edes ciaftche a Eck „ia 
jedes enfach» n Flach, ^ im darEbdae*' od« JaRaama^. 
Strablbflachel'* oder „im bdlaen, jeaacbdemaeiae aEcken 
Räume* beilaea, je aachdem •ImmUicb ia einer aad denelbea 
■eiae a Fllcbea almmtKeb dardi Ebcae Eliegea oder aicbt Wem 
aiaea «id deateQica PtaakI D |}e* ftbrigena ia der Fel^e die anvolU 
bea oderaiobt. Weaa ftbrigeas aiaadlgeaBeaeBaaBgea: ,^£ck^, 
ia der Folge die aarollatlndigea „a Eek im Raame** gebraacbl 
Beaeaaaagea: «,a Flaeb,** „a werdeat 9ö aoU daiaaler betieb» 
Flaeb im Raame** gelnraacht licfat^eiafachea a£ek ia der 
werdea» so aoll darunter bezieh- Ebeae»" j,eiBfacke« aEck im 
lieh: „einfaches n Flach im Raame** Teistaadea werdeat 
Strahlbüschel,** „einfachea 
. a Flaeb im Raame** ?eieUn- 
dea werdea» 

Auch ist zu bemerken, dafs ciu „einfaches n 
Flacli im Räume'' zugleich als „einfaches u Eck 
im JGkaame*' oder alt ,»einfachea n Kant oder n 
Seit im Räume" aufgcfaÜBt werden kann, so dafs also 
derselben Figur jeder von dieseu vier Namen beigelegt 
werden kann, je nachdem es den Umst^inden angemes- 
sen ist; nnd zwar sind diese Namen einander dergestalt 
paarweise xogeordnet, dafs man z* B», wie oben ge- 
schehen, sagt: das einfache n Flach im Kaume habe u 
Kanten, und das einfache n£ck im Raunte habe u Sei- 
ten, und auch umgekehrt; d. b.^' es sind die Namen 
Fläche und Kante, so wie Ecke und Seite ' 
sich einander zugeordnet 
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Ferner Ut Über n Seil und n Kant noch folgendes 
w bemerken; 

* 

. Irgend b Gerade in einer Irgend n Strahlen in einem 
Ebene E znsammengefafst, heifsen Strabllilificliel D zasammengefafet, 
„vol Istü ndi^es nSeit Inder sollen „TolUtändiges n Kant 
£i»ene'' (S* im Strablbdsebel*» beiÜKn. 

Das Tollstäudige n Kant steht also dem vollstän- 
digen u Flacb üu Strahlbüschel D ähnlicherweise entge- 
gen, wie das vollefftttdige n £ek dem volbtandigen n 
Seit in der Ebene £ (§. 19.); denn wird der Strahl- 
büschel D der Ebene £ entgegengestellt, so entspricht 
dae genannte n Kant dem n£dL und daa n Flach dem 
n Seit (§. 3a). 

Es giebt nur einfache n Seit und n Kant im 
Kaume, aber keine vollständige, es sei denn, daüs 
man irgend n Gerade im Räume (wovon keine zwei 
in einer Ebene liegen) so nennen wolle; allein da zwi- 
schen solchen Geraden keine unmittelbare Verbindung 
statt findet, so möchte diese Benennung unpassend sein* 

56, Zu den obenerwähnten Beispielen (§. 54.) ge- 
hören nun zunächst die folgenden ausgedehnten Sätze 
(Poriamen) und Aufgaben. 

1) „Wenn im Ranme ir- 1) ««Wenn im Räume ir* 
gend eine Anzahl n belle- gend eine Anzahl n belie- 
bige Gerade St, 9«» , bige Gerade ^, Sf^, ^ 

9i^i9 nnd ^eigleichen eine 8(^.1* desgleichen eine 
andere» um eins geringere» andere, um eins geringere^ 
Anzahl n-I beliebige Ge- Anzahl n-1 beliebige G^ 

rade A, A^ , A^, , A„.2, rade A, Aj, Ag, , A„^ 

gegeben sind, wovon w e- gegeben sind, wovon weder 
der hei jenen, noch bei bei jenen, noch bei diesen, 
diesen, keine z>vei in einer keine z>vei in einer Ebene 
Ebene liegen, und wenn n liegen, und wenn n Punkte 

Ebenen a, aj, » «n-i, Ö*«iiÄ2, , Än-i» die der Ilei- 

die der Reihe nach durch he nach in jenen ersten n 
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lese ersten n Geraien ge- GtYaden liegen, sich so Ire* 
hen, sich so be^regen, daft wegen, daTs die Geraden^ 
dleDorclischnlUslisieB ier welche durch die nnmittel- 
nach dcrReibe onmittelbar har aafeinaader falgeaileii 
•nfeiaandler falgenden £be- Ponlctenpaare gehen, also 
nenpaare, also die B-1 die n-1 Geraden tt| 02« 

DarekachniUsliniatt 

«,»2,0^«!, * "rnJi^'n-f o*ch Ordaong beziehlich jene n-l 

der Ordnang beziehlich je> andern festen Geraden 
ne andern n-1 festen Gera- schneiden, so beschreibt 
den schneiden, 80 bescbreibt nicht allein jede dieser 
nicht allein jede dieser schneidenden Geraden^son* 
Durchschnittslinien, son- dern so beschreibt jede der 
dern so beschreibt jede der ^n(n-l) Geraden, in wel- 
(n-1) Durchschnittsli- chen die n Punkte paar* 
nien, in welchen die nEbe- weise genommen, liegen» 
nen im Ganzen einander ein einfaches Hyperboloid, * 
paarweise schneiden, ein welches auch dureh dieje- 
einfaches Hyperboloid, in nigen zwei festen Geraden 
^Tclchcm auch die zwei fe- geht, in welchen sich die 
sten Geraden liegen, um jedesmaligen zwei Panlcte 
die sich die jedesmaligen bewegen.** 
ftwei Ebenen drehen." 

Die Richtigkeit dieser SStze fol^ oline Schwierig- 
keit aus dcD obigen FundameDtalsätzeD (§. 51, IV.}, 
Auch ist leicht zu sehen , dafs und wie diese Sfilze^ in 
gewissem Sinne, die irfiheren Satse (§• 47, L vml II.) 
als besondere FSlIe unifassen, und dafs ihr Beweis dem 
der letxtcrn ähnlich ist* Aufserdcm umfassen sie sehr 
viele andere besondere FäUe, de b* B. die uieh« 
stehenden« 

' ««Wann im Ranme ein 2> „Wenn Im Ranma eis 

helSebiges nKant39,9s beliebiges nSeit AAjAg....; 

H^i und irgend n-1 Kegel. A„.| und irgend n-1 Kegel« 

ritehen Sten Grades [«2t schnitte [AAJ, [A,AJ, 

[HiSsL l^n-z^n-J» wel. [A„_2A„.,], welche nach der 

ehe nach der Reihe den n-I Reihe den n-1 ersten Wifr- 

ersten Kantenwinlv'cl kein (AA,), (AjAg), 

(fl,«i)a i%^^m.t) des n (A^«Aa.|) des n Seit« einge- 
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Ktttle Mtekriebcm «lad*}« 

gegeben sind, nnd wenn 
eim verSnderlieliee einfe» 
che 8 n Flach «mi,«^...** a„.|» 
sich 80 bewegt» dafe «eine 
Fliehen a, nacb 
der Keilte aich nm dieKao- 

len 91, 21,, SÄn., jenes n 

Kaata drehen, wahread aei- 
ae n*l eratee Kaateo aa^, 

"fi-2''n-n nach der 
Ordnuns:* sich als Strahlen 
in jenenKcgelfiächen bewe- 
gen: so bewegt sich auch 
seine nie Kante in ei- 

ner bestimmten nten Kcgel- 
flache 2ten Grades [«„.,91], 
welche dem nten Kanten- 
Winkel (2in.,8l) des gegebe- 
nen n Kants umschrieben 
ist, und so beschreibt jede 
der übrigen j n (n-3) Kan- 
ten des durch das genannte 

einfache n Flach ««, j 

bestimmten vollständigen 
B Flachs ein einfaches Uj> 
perboloTd, welches durch 
diejenigen twei Kanten des 
gegebenen nKaota gebt, um 
neiebe «leb die iwei Fll* 
eben, denan die jadeenali» 
ge beschreibende Kante aa- 
gebSrt» drehen,** 
^ 3) „Wenn im Ranne ein 

beliebiges, n Kant 

«ad irgend n-1 Ebenen 

9» ®n-2» welche 

dnreb die n-1 ernten Beben 

,1 

*) d. h. die KegelflScbe geht 
dorch die jedesmaligen zwei Kan- 
ten und ihr Mittelpunkt liegt al^o 
in ihrem Dorcbschnittspunkt. 



eebrieben nlnd*), gegebe« 

sind, und wenn ein verlii* 
darlieben einfaehea n^Eeb 

aa.as n^.t sich ae bewegt 

daXa aeine Ecken a, d« t 

A^.,, nach der Reibe, die 

Seiten A, A, , A||.| jenei 

nSeita dnrchlanfen,w8hrend 
seine n-1 ersten Seiten ai,ff 

«fOg, , •«.A m der 

Ordnung, sich als Tangen- 
ten am jene Kegelschnitte 
herumbe%vegen: so bewegt 
sich auch seine nte Seite 
Än.,a alsTangente um einen 
bestimmten nlcn Kegel- 
8chnitt[An , A], Wf 1 c Ii er dem 
nten Winkel (A„.,A) des ge- 
gebenen n Seits einge- 
schrieben ist, und so be- 
schreibt jede der ^ n (n-3) 
übrigen Seiten des voll« 
ständigen n Ecks, welches 
durch das genannte einfa- 
che n Eck adt fln.t be- 
stimmt wird, ein einfaches 
Hyperboloid, in welchem 
aach diejenigen awei Sei- 
ten des gegebenen n Seite 
liegen, Ungs denen niei| 
die swei Ecken, welche die 
{edesmalige beacbreibende 
Seite beatianien,bewegen.* 
3) „Wenn tsi Ranne eüi 

beliebigea n Seit AA| 

A|i.innd irgend-ihlPnnkteB, 
Bi Bq.2> welche in den 
tt-1 ersten Fliehen (Winkel- 
Ebenen) AAjt AjAg, 

*} d. h. der Kegelschnitt be- 
rührt die zwei Schenl el des Win- 
kels und liegt also mit ihnen in 
einer nnd^ derselben Eben«;. 
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■ Kants gftktn, gegeVea Am^z^-i » Seits lUgem 

sind, nnd wenn ein verän- gegeben sind, und wenn ein 
deriieh«« einfaches nFlsch veränderliches einfaches n 

«o, sich so bewogt, Eck «n-i sich so be- 

dafs seine Flächen, nach wegt, dafs seineEcken, nach 
der Reihe, sich um dieKan- der Reihe, die Seiten jenes 
len jenes n Kants drehen, n Seits durchlaufen, >väh- 
wihrend seine n-1 ersten rend seine n-1 ersten Sei- 
Kanten, nach der Ordnung, ten, nach der Ordnung, sich 
sich in jenen festenEbenen um jene festen Punkte dre- 
bewegeu: so beschreibt hen: so bewegt sich seine 
seine letzte Kante eine be- IctxteSeile alsTangente um 
stimmte Kegelfläche zwei- einen bestimmten Kegel- 
ten Grades, welche dem schnitt, welcher dem letz- 
lelzten Winkel des gegebe- ten Winkel des gegebenen 
nen n Kants umschrieben n Seits eini^escbrieben ist, 
ist, nnd so beschreibt jede und so beschreibt jede der 
der übrigen ^ o (n-3) Kanten übrigen ^n (n-3) Seiten des 
des dur eil das genannte ein- durch das genannte efnfa- 
fache n Flach bestimmten che n Eck bestimmten Toll« 

yollstSndigen n Flachs ««i stfindigen n Ecks Mi fln-i 

einfaches Hy- ein einfaches Iljrperbelold, 
jperbolold, welche« durch weichet invch cliejenigea 
diejenigen sweiKanten des iwei Seiten des gegebenen 
gegebenen n Eante geht, n Seits geht, ISngs denen 
lings denen sich die jedes» sich die je.di^finaUge hcp 
malige heschreibcndeKan- sehreibende Seite bewegt** 
te bewegt,** 

4) „Wenn im Ranme ir- 4) „Wenn im Ranme fr» 
gend eine Aniahl n beliebt» gend eine Ansahl n beliebi- 
ge Gerade 9, S(„ ,S(„.„ und ge Gerade % SC,, , 9„.|,iind 

eine gleiche Ansah! andere eine gleiche Ansahl ander« 

beliebige Gerade A,A|t , beliebige Gerade A, A^,.... , 

A«.!« wnTen weder Ton die- A„.|, wefon weder yen die* 
^en nach ron Jenen, keine sen nech TOn {enen, Iceine 
iwei in einer Ebene liegen» iwei in einer Ebene liegei^ 
gegeben sind« se seil ein n gegeben sind, so soll ein n 
Fisch (im Rsnme} so be» Eck (imRanme) so b'esdirie^ 
schrieben werdevidaftseino beft werden, da/s' seiie 
Ebenen derReihe nach dnrch Eck^n.der Reihe nach in 
die ersten nGcraden gehen, den ersten n Geraden lie- 
nnd seine Kanten der Ord* gen, nnd seine Seiten der 
nnng nach die letzten n Ge- Ordnung nach die andern 
reden schneiden/* ' n Geraden schneiden/ 

Aebü- 



Sß. ZoMBUiieBgeietslere Sitze und Anfgibeii. 2ii 

• - ■ 

Aeliiilichervr(«9e9 wie 4ie obigen Sfttse (L) unilertt 
Sätze, umfaBsen «ueh die vorliegenden Aufgaben (4,), 
in gewisser Hinsicht, die früheren Aufgaben (§. 25. u« 
§. 47y III*) alfl besondere Fälle in &ick, und ihre ^Ld« 
sung ergiebt eich aus denselb,en, projectivischen Eigen- 
£chafteD, auf welchen die Lösung der letzteren beruht. 
I^ämlich man nimmt, um z. B. die Aufgabe (4, rechts) 
ZU lösen, in der ei^sten Geraden 9 irgend einen Punkt (i 
an, legt durch diesen einen Strahl welcher die zwei 
Geraden A, scliDeidct (§. 51, IL), so erhält man in 
der letzteren einen bestimmten Punkt ai (den Durchs 
echnittspunkt), durch diesen wird weiter ein Strahl hg 
gelegt, welcher die zwei folgenden Greraden A|, 
schneidet, wodurch man in^der letzteren einen Punkt 
Ob «bindet, und so fährt man fort, bis man endlich durch 
einen bestimmten Punkt O«.!, in der Geraden 9(a.i» ei- 
nen Strahl ao.i legt, welcher die zwei Geraden A„.i, fH 
schneidet, wodurch man in der letzteren ^ einen zwei« 

ten Punkt erhält, welcher On heiCsen und als schiefe 

, ... 

(oder gebrpiphene) Protection de« ersten a angesehen 
werden mag. Eben so sucht man zu irgend zwei an- 
dern beliebigen Punkten 5, C der Geraden fH zwei ih« 
nen entsprechende Punkte bm» €» in derselben, sieht so^ 
dann die Punkte 0, 6/ C and e«, tuf c« als entsprechende 
Punkte zweier aufeinander liegender pro)ectiviscber Gcr 
jCaden Sf, an, und such( (§* 17.) die yereMiig^en eqt^ 
fiprechenden Pfuiktenpaare der l^tzteren,^ wodurch scm 
fort die vorgelegte Aufgabe als gelöst zu betrachten ist 
Die andere Aufgabe (links) ist dadurch offenbar zu- 
gleich gelöst* Wenn die Rangordnung der gegebenen 
fieraden» }ede. Ablbeilung für «iqh gmiomqiei|^ n^ Be- 
lieben gewählt werden darf, so- ist ^e Zahl der Auf-» 
l0si|ngen^ welche jed^ der vorgelegt/ein Aiffgal^qn im.Ailn 



Digitized by Google 



242 ' ErzeugaUse projccdvlscher Gebilde. '57* 

geniblti^' lalnfst, bffenW ibettXbe, Wie hü ier obigen 
Äi^äbe (§. 25, Not6.). 

' 0«ii obigen Sitzen (2.) und (ä.) enfq^r^^ indk- 
tt^endto Aufgäben. 

* 5) „Wenn im Raame ein bc- 5) „Wenn im Räume ein be- 
liebiges nKant und irgend liebiges nSeit und irgend n 
nKegelfläcben 2leiiOr^ wel- Kegelschnitte, welche den 
che den n Winkeln desfiel- Winkeln desselben einge- 
ben umschrieben sind» gege- schrieben sind, gegeben sind, 
ben sind, so soll ein nFlach so soll einnEck so beschrie- 
so besc hrieben werden, dafs ben werden, dafs seine Ek- 
seine Flächen nach der Rei- ken nach der Reihe in den 
he durch die Kanten ienes n Seiten jenes nSeits liegen, 
tants gehen, und seine Kan- vnd celiie Seiten« Beek der 
itesi 4iaek der Ordnvng« in OfrdÄung, jeneKegeleeknille 
jfene« Kegeinioh«n lie^ftn.** ^ertthreiL" 

* 6) „Wenn im Räume ein he- 6)„WennimRaume ein be- 
liebiges nKsnt und irgend n liebiges nSeit und irgend n 
'Shenen, welche nach der Punkte, welche nach der Rei« 
&eihe dnreh seine n Ecken he In seinen Winki^I-Eheifeii 
leMn, gegebe« eindt «4 toll liegen, gegeben sind; so iMl. 
•in aFUek eo besehripbea efnnKdcto beschrieben wei^- 
werden, defs seine Flicken, den, defs teilte E^ken, «eck 
^eek de^Riii«, dArek' dU' de^ Heike, ili;d«fti8eiteli 
JLenleBfeliMB'K«nl8:gekei^* «es aSeile Beg»B> nnd heisre 
und eeine K^nten, iMck .der Sei^eBt .^eck der Ordi^nJi^ 
O'rdnnng» in ieaea Ebenen dnrck iene rnakte ffeken." 
negbn.«» • *• ••• • 

i)ie Lösung dieser Aufgaben (5 ffbd 6.) beruht änf 

deiiselben Eigenschaften, wie die der obigen Aufgabe 

<4.)» Ton weicber sie/ in' gl^friasilttl Sinne, besoUitfM 

nUe Bind; Die iWt»i leftleÜ Antg^biiii (6.) biu^, ini 

Grunde genommen, eine und dieselbe, auch >Vurde die 

^ eine davon schon firöher (§. 32, £nde.} init andern Wer* 

ten aiisgetproebeii; * ' f ' ' 

' Ein B^edelhi' I^all tfek^'^Tcri^bergebeiid^ 

Hauptaufgabe (§. 56, 4.) ist in neuerer Zeit in einigen 

ipathemsitifichen Zeitschifften ünter tersckiefleiien Ge^ 

«Gklspankt«n an%dU«t und geldst worden; dieser Fall 
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kann hier, unter allen seinen verschiedeneÄ Aussagen,. 

wMi- fin^^ ' »nlg^imgePf imittolil. projeclivisciMlr 

imsUM^ni dkiflttlvMlileidift'fiiAM und klar dM«eiltaUl. 

w^rd^. 'IHe erste Aussagt dieses^ Falles, yrmä AMOL 

üui nttmficb av& der obigen Aufgabe ableitet, und zwar 

ddto'di» 4a&}daidbafc die Zakl der fe^elieneii featea. 

Geraden bei )eder AbtkeHung auf Bar swei besohrSlAt 

wird^ laule^ wie fpl^ts ' ' ' 

1) irgend vier gegebe- 1) „Durch irgend vier ge- 
wm QärUtVL A, Ait gakeae Gerade a, 9(,t A, A,, 

^O^pn keine zwei in einer wevoo keine zwei in einer 
Elbene Hegen, vier Punkte au l^bene liegen, vier Ebenen 
finden, in jeder einen, wel-. m legen, durch jede eine,' 
«fte in eioer Geraden Ii egcB.** welche sich in eiaex Qerv 

. den •cbaei4^n«'* . 

Oder diese beiden Aufgaben laaaen aicb in foIgenJ^ 
bekannte Aufgabe zusammenfassen: 

3)„DfieienlgeÄ Geraden zu finden, wpjche. 
irgend vier gegebönla Gerade. A»Ai« Asi'At* 
yon keine swei in einer Ebene Irlegen« a^koMr 
deli.?* 

. Aufltfemif^ Die oHse Anflatimg (§.56, 4.) ver- 
elnfacbt »ieh IHr Mi gegenwÄrtlgco .FaU Um folgt. 
Bnr^h eine der gegebenen vier Geraden, c|we- Aireb A, 
lege man irgend drei Ebenen y, welche die drei 

«bri^n GeraBtn Au Aa, A. kteieWaob in den Bunk- 
ten o„ a„ «3; 6„ 5„ 63; <ir Cir4e ülKiÄide*, wobei 
das Bild (Fig. 53.) der Vorstellung bebölflick aein mag, 
liebe aodann die dtrablenpaare a^üt und OiOs, 616, und 
^6a, c,Ct «nd ittBV Wellie der ßewdBnA in denPunb-. 
tenpaaren a und 04, 6. und ^4» OJmüff* begfcgnfcn, um 
dieae aU enUprecbende Pönktenpaare zweier aufeiuan«. 
der Kegmdeii p^jeeiwiBebdr^eraden^^A an, und 

Me i^M 'inftkn^ a^eikd^ Piinkto .(S4 
17.) so kann endlicb durch jeden dieser Piknktfe <an4 

16* 



» 
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244 Erzeugoi^e projeciiviscber Gebilde. 57* 

mr durch diese) eine Gerade gelegt werden, die der 
Aufgabe genügt, j^änlich die Gerade, welche ^«^m 
durch den aiiieii ote andmi dMier. Paukte to %dt^ 
wM, dab sie itfood svmi dar dr«i Gwaden Ai, A,, A« 
schneidet, trifft aach die jedesmalige dritte^ und schnei» 
det somit alle vier gegebenen Geraden. Es giebt dem 
nach im AilgemeiDflii cwei Gend«^ die der Anfalle g^ 
Hilgen; es kann aber aoch nur ei|i6| oder gar keine 
geben (§. 16, II.). 

Die Richtigkeit dieser Anflösang f&Ut in die Affgun 
Nämlich Tfennftge der Strahlen «a«, 66^» eCi, , wel- 
che durch die Ebenen a, ff, des Ebenenbüschels 

A bestimmt werden, und welche die drei Geraden Ap 
Alf At schneiden» sind die Geraden A und At in An* 

ii^wig der Punkte a,4, c and 6,, c„ ..... 

projectlrisch, und aus gleichen Gründen sind die Gera-: 

den As und A« in Ansehung der Punkte ai, bt> c,, 

und e«, 6«» ••..4 pro}ecü?isefa^ folglich sind audi dia 

Oeradoi A und A« in Ansehung der Punkte ü, 6, <; 

und «4, 64, C4, projectivisch, und es müssen bei 

ihren vereinigten entsprechenden Punkten noth wendiger- 
n^eise auch die sugdiMgen-SlraUflib atiffflnnndcr ^Vm, 
die- sodbmi Jene Geraden -eind, wetehe der Au%abe 
genügen. 

Die vorstehende Aufgabe ,(2.). wurde ton Geiw 
gönne im XVU. Sd. S.,t^ umßr,jAm$h9 4$, mm, 
ikimatique^ cor LOsung ao^estellt, und zwar mit 
der Forderung, dafs die gesuchten Geraden in aller 
Strenge konstruirt werden .sollen , (cpnatrlsnie ngotpreos 
aement- la droite ^ihi ete.), tr ▼ermutUicb «die JUm^ 
stractionen bei den damals bekannten Auflösungen, wel- 
che mittelst Coordinaten oder durch Projecüion (Geo* 
me'trie descriptive) anigeftlhrt wafffHj nofynBgirnd fand, 
lob habe darauf im Bd. IL & 9W» dea Joutnal fftr 
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geaiMAt, mid fast %UidMfkg mddm va^ m^im %^ 

Daonten Annale s Bd. XVIII. S, 182. eine Auflösung 
derselben VAD Bobiii i er und Gar bin skj« Dicpeuf^ 
AadMtmugm Hiwürn |edodi iiiFiiiifllB nk 01m- 

weldM Patit imd BrUn#k4>9i: m|ob frober (in 
Bd. L S, 434. der Corresp, sur CEeole Polyt.) ge- 
baUen» die mir aber erst später zu Gesiebt^ kt^- 
■MD« Im erwIhitiP. Jonmd 8d* V« S. 174, emUfp 
lemer-eiM dritte Aufltaifig, die indessen Tjor de» CrQ- 
A i > ^ B wenig Vorzüge lu baben scheint, nur daCs si^ 
tlwrcb Hülfe der CoordinaieB getthrt ist. Die royslHh 
hmiti AnOdsqiig iit maltnM^ unter eUea bier feneiii^ 
ieo bei weitem die eiofadwte und bequemste, und dftrfle 
aU solche wohl der Qei:ig;QQQ«'8.cheQ Forderuq(^GfH 
«fige ietsteq. > - . 

• ESm «ödere A«8!Bag6 ihr okigen A^|4^» ant^r 
welcher sie von Briancbou uud Petit 4*Q« gelC|9t 
worden» i<t iölgende; 

8) »Die gegenseitiges. Diftrehechirij|ta|uiji)Lle 
#iiie8 gegebenen einfachen Hjperbololds und 
lainer gegebenen Geraden zu finden.'' 

Werden irgend drei Gerade des ^yperhoIol'ds, die 
.w einttt Sehaar g^ör^ aji^^die iroigeoannt^ (2.) dr^ 
Geraden An ADf'As» und wird die gegebene Gerade, 
als die vorige Gerade A angesehen, so sind alsdann diß 
vereinigten entsprechenden Punkte der .Ger^tden A, A« 
dia bier sn fiadspiden Dvrchnittspui^Me.: 

Dieselbe AQ%i^e kann lerner aodiin nachstehend^ 
Aussage eingekleidet werden.; 

4) »Wenn irgend zwei einfache Hyperbo- 
loide Hf Hf und irgend %wei Gerade A«» A«t die 
in beiden HjperboloKden, aber nicht in einer 
£beae liegent gegeben sind, so sollen die übri- 
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2K EraCttgttiMi/ p^«ctfviidi«f> <kMMi. 4^ 

igtMr'fi^M^lb g«fattdc^ vrerd4a»>if eiche diytBf- 
"^%tf1^bIdlA) 'ge«helto*%it»Mj^*' 

Da die l:wet gegebenen Geiiden 'A%,'A, «Ml In - 
eälfcr Ebene liegen, «o gehören sie in )edeRi Hyperbo- 

angenömmen, tfnd i/^rden diese «Wei neuen Geraden 
uls die obigen (2.) Geraden A, Ai angesehen, sm wet- 

offenbak- die^^ 6ti«deii, *W«ldbe «li«^ tiev<<€kl- 
mä^h, Ai/A,, A3 ^fe^tMen, der gegeilwIM^ai^AMA- 
gabe genügen, so daf« also die Hyperboloide, aufser 
den '^e^beoeQ Gerade« Ai, A», im Allgemeinen oocii 
tMl abdiM G^indli, eCwft 1l (§/ 17«*)» igMuA MMi^ 
t^tf^e die ersten 'tW«li *fcehnetdcnfi/ ütid alto nick mit 
ihnen aus einer Schaar sind. Dafe '«die 'Hyperboloide 
Ht Ht nicht mehr als zwei Gerade Ton |ed«r ^Sc^mt 
)geiiihin' babefa' kAnKte; lM"eittlea<^'en4 '^Mill jedds von 
Philen durch drei zu eioer Schaar gehörige Gerade be- 
/ alimmt viird 51, IV.). Hierdurch iat äiso< se|Uaeh 
der naehatehend» Stftt erWieaen. * * i * . 

5) „'Wevü cWei eltfPaf^liie Hype4%vUT^(t». 
gend zwei Gerade A,, A3, die nicht in eih«^ 
Ebene liegen, gelnei-n haben^ 'ao achneid^n sie 
einander aorfflre^em-'iai A^N>|gianietiipdB^»ii««iEi<Mii 
swef andern 'Gerade« 'e, k, ^l<e6e «niif *»^lreli 
*#elen, in Bezug auf jedes Hyperboloid, nicht 
ana einer Schaar sind; odeY sie kennen «btrr 
aach einander stofserdem ^nfrW)iAe¥ ili flaafi} 
einer andern Gera den (ek), die mit jenen 'le#eien 
nicht aus einer Schaar ist, b'erühren, oder^) 
gar nicht treffen (2, Auf^.).*' < » 

Im letzten Falle (ß) Unh Mn «»a^nV M Hyper- 
bolo]ide schneiden einander afiiC^dM in zwei imaginä* 
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j& JNfff^ei^e 5ätee und A^g^bcn. \ , 

fwa^ den folgeDden besoadeKO S)|te.; 

, : 6)>Wenn zwei einfache Hjperbolplf^e. ein- 
ander io einer Geraden (ek) beruh rcn} ^^,^^^|l^t-^ 
^en-tfia pinhußft nabatclAfli yok J^llß^ff^^iBeft im 
iwei Gemdjpn A,, A3, welc)ie in {^d^i^jw, Hjrper?^ 
bp)9M zu einer $c)iia^ ||,f^|).{|il*(sn; oder ai^^köfi- 
il^n aif ^^p^: pimßT f.|f 9M«J9 fififfi^f^m^J^ 
die mit jener (ak) in jeden Hyperboloid P^fcl^^ 
VQ einer Scli^ar gehört^ hcrüljipc^^^.. od^r sich 
gj|r nich.t lY^itcr begegnen.** , * , ,^ 

$a^e|ana4t ^IW^ und bevfiesen v ; * , 

, yyDafs es näiulich solche Paare (jr^regu- 

^^fi). •Ti^ifffc^d©»' fte^>en>önne, nov,on ^e- 
|letf icpf M^ern ^m||. (o^dar) ^i|^|;.^s<^^rie^ 
bea Isti d. Ky wOTon die Ecken fsines je« 
. den in den Flächen des .itn^j^jn» OfJ.^r Jif^^ 

,y9prlff|irg^|0i^en^|Umq gew^ef^ i^cl^t 

nar eine ansdianlielie leichte Daipste^lung dor Riohügkei^ 
dieses Satzes, sondern sie gesl^ttep auch eine deutliche 
Einsacht in c|m^ Spielraum fei|i^. Iföglidt^t lütter ge- 
wissen gegelj^en'^MinfDiigen« dias^ Enjdzwvck 
möge folgende Aufgabe aufgestellt und über ^hrc Lö- 
sung einijgc^ i^^ßi^tungen hinzugefügt wi^rdep^.^ ^ 

„Wew «y),^eUal|igft»XatrtJ54iwt'li #»«P*«». 
ist,' ein an4<9raa t xu he3chreib^9iL 4688en£9;^ 

kcn in den Flächen dos ersten, oder iu deren 
Ebenen» liegen» und dcss^p Fl|kq)]^en» pdii^f de^ 
renEbeneni dajreb ^ij^j^ok^ii di^s MsUn geh^p^ 

*} Im JoarDal (ür Malhena^k fid« ^11. fH^,^ , 
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iiiid twar weiia tiVef Ecken ^6« xw«iteii*Te- 

tral^ders r gegeben sfttd.^ 

Ueber diese Aufgabe kann «uvördertt folgendes be- 
merkt werden. 

'Es seien A, B, C, B die Edk^ des ersten Tefran. 
Mers T, und a, ßy y, S die des zweiten r. Man nehme 
an, die Ecken des zweiten sollen nach folgender OrdU 
ttntag in den Fliehen dea ersten/ oder in dmnElieaeiib 
' Hegen; 

I. «BCD, /9ACD, yABD, ^ABC, 
wo S.B. aBCD heifiit: die Ecke a liege in der Ebene 
der Fiftehe BCD. Nach dieser Annahme bleibt nun 
noch die Rangordnting frei, nach welcher die FlMehen» 
ebenen des sweiten Tetraeders r durch die Ecken des 
erstell T gehen soBen; diese gestattet» nach der blolsen 
'Cbinbinaftöii der Buchstaben, 24 ▼erseUedene FMIe (§• 
25, Note.). Diese 24 Fälle sind in Hinsicht der Zahl 
der Auflösungen, die sie zulassen, wesentlich von ein- 
ander unterschieden, und terfallen in dies^ Beiiehung 
In drei AbthefluDgen, wovon % B» Hir ersftt Abthel* 
Ibug folgende vier Pdlle gehören: 

il. Aßr^y Ba/^, Caßd, J)aßr„.,..(a) 
4. AayS, BßyS, Cccßy, T^aßd) 
welche, wie durch die UnterabtbeUungen (a^ (b) ange« 
dSeufet wM» )m Wesentlichen ttttr 'ftWdMd Art sind, 
fii jedem di^er vier Falle kommen der vorgelegten Auf- 
gabe unendlich viele Auflösungen zu, (dagegen scheint 
bei den flbrigen Fällen theib müt diab einzige, theiü 
gar keine Auflösung möglich tu sein)!' ' 

Als Beispiel soll nun der vorstehende Fall (1.) hier 
nAher betrachtet werden. ' '* 

Es sei ABCD (Fig. 54.) das gegebene Tetralider T, 
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mid flfWa r * >^ gegdMiM 'ISAm Aet nm»iy; 

za beschreibenden, Tetraeders v. Da durch die dr«i 
gegebenen Punkte a, y die Ebene Ba;'^ bestimmt 
Üt^ ia wdcher ^ie Boke Ö Uegt (II, I.^ msA 4a UMmf^ 
aBcif'te'dforFllcheiieben»-ABC liegen imifs (I.), eo Iii 
folglich ihr Ort anf die Durchschnittslinie B^ dieser 
zwei Ebenen beschränkt. Ebenso mufs die andere^ sa 
•odmdeEcke ß eineneita in der Ebene J^my vnt 
dereheifs in 'der Ebene A CD' liegen» so daib lelgliiA 
ihr Ort auf die Dnrchschnittslinie D b dieser zwei Ebe» 
nen beschränkt ist. Da nun femer von den za findcsw 
den awm FiAelMnebenen Aftr^, Cmß9 (II, 1.) Jede 
dareh die zwei Eeken ß, 8 geht, so daft <Ke Kante ßl^ 
in ihrer Durchschnittslinie liegt, so kommt es folglich 
Ailr daran! an, dureh die zwei geg^enen Geraden A/v 
Ca i#ei Ebenen ao zn legen, daCi ibre Dnr^aiBlmÜli» 
linie die zwei gegebenen Geraden B6, Db schneidet, 
oder, was eben so yiel ist, eine Gerade zu finden, wel- 
che die Tier Geraden A^ä, Cac, eebneidet, 
WIM 'afcer bemerkt, dafs diese Wer Geraden 'hmlla' 
von den drei Geraden AC, BD, ay geschnitten wer- 
den» so folgt, dafs es von einer unzähligen Schaar Ge-^ 
rader gescbehen kann» te'weicben- dieae drei geiittren 
(§. 51.) I etod 'fwar folgt, dafe fede Gerade, weMe ir** 
gend drei derselben schneidet, auch jedesmal der vier« 
ten begegnet Daher sind auch unzählige Tetraeder r 
nOglidi, weldie der Torgelegten Aufgabe genügen, and 
zwar dergestalt, dafs z. B. jeder Punkt in der Geraden 
ab die zu sucbepde Ecke 8 angenommen werden 
kann, wndurdi. todann die andere Ecke ß bastiomt 
und nach (§. 51, II.) leidit zu finden iet (und zwar bei 
der hier zu Grunde gelegten Figur „blofs durch Zie- 
hen dreier Gerader zwischen gegebenen Punk- 
ten" gefunden wird). Oder aa folgt daher, dab der 
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gentigeo kano, ein Spielraum frei steht, in welchcoi sie 
ein «ioifadKes ti|^perboIolLd beschreibt (§. $1, jiy,), ^uii^ 

je» fOrUlhiien DO, B6 pi^oj^ctivisoh Iheilen, 7 ' 
( v Aus jdieser AMflOsung ^r^^H «Ofiiit «ugteic|x, 

g«ifid zw^i Punkte 0,7, welche in^wei FläcAc^i-; 
ejU«ftfini-4ll-«$elbe9 «U«g«n, gegeben .^ü^bd, 

fmnm wcl di»». obigen Art |.) >u^J«ixJi iiin- 

yind eingeschrieben sind, und wovon jcde^^ 
ieg.e-^Rv.fji Punkte 46./akpunktei|L hfiX; .der Ort 

stimmte Gerade l>b, B6 'b^scbränkt, und zwar 

di&rg^«t«ilt, dafs diß/Se Geraden in AP'9;e^bt4j)^ 

UmMkr.Uudfi M9k4 4%ü bkigUek d^^r Ort 4,(^r 
die«e. Eckpunkte verbindtnclea Kft^)^ fii^ , ^l^r 

fllHgdii FftUen (II, b.) Iteüclie Aufb^s^gen stfiti^ii]^) 
dwi^ wie die vQr^ebeode^ .imd .dftU. dlis ^e(i^eH;(i^. 

*y,^ wJfi^ fwoki III ;if^ascb|eii, ^ .ridi Jemand .die lUlfi^ 

Sibe» die obi^e Aufgabe ToJlstSndig zi^ erörtern t d. b. das ^igc^iK 
OAiilcbe dler m|igltcbcii Fltte denelbeb In*« Klare Mebte» unff 
die diM -statt Meadeo ^JiMtiade «aiiiiMbte. Die ianliimiilrf 
j^oaping ^e|gt> wlBrdifflQi'pegfna^adtf. ^at^ projectivi9cl|^e>£|- 
genfi^a^en bejantampifn aca. .Bei Qiet^ flächtigen Uiilersa^ui^ 
fiind icbunier andern noch: uBafa wenn swei Tetraeder 
a«Ali'etiM« ae^ dblg^iTd^di A^ten (Ii» b.) iitoaa^dr um«: 
aiBJkrbeibfcn .«iA'di «{««»liladafiiri wraeMe« aifUMB gegca* 
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Ueber Abhängi c it einiger Systeme v erschiedenai^ 

" • tigeir Figaren yon einaiidefr. ' ' • 

. 5 . ' - • • • ;! • 

, 59. einfaclie j^jperboIoj|d^iebtj. v^rniög^jd^ 

mAge pfiner d^ppelteta Er^ugupg. ilufch projectiykche 
Gebilde, ein Mittel an die Hand die gegenseitige Abr 
Hn^fccjit .^^issiBf ä^ßtpie y.ers€biedeiiar.ti^^^ Tfffjafjjjg^ 

Eigenscbaften jedes Systems aof alle Übrigen leicht z|i 
bewerkstelligißlii vfxdi zugleich au(^ jedes^ System in 
fedet« aadire « veiMUdelii. Diesoi Gofsnstaid^Ch 
IiOf t eigentfficli Hliem «weiten Abediiiittd 'n/ (weif dkner 

das Aufeinanderbeziehen der Ebenen und der Strahlbü- 
schel enthalten wird), wo er (so wie im yierten und 
fünften Abscbnitte^ seine Yollständig^ Erprt^äng. fiifdfe^ 
wii;cl; ^^egen si^ifi^f ^ nahen y^rwandtschaft nulj deip^ eben 



1 ; i ; In- 



seitige Beziehiitig haben, clafs "j^flcs Paar gegenüber 
liegender Kanten des einea Tetraeders mit einjem be* 
stimmten Paar gegenüber liegenden Kanten des andern 
in einem einfachen HyjierboloYd liegen;** u.' 8. w. ßq^ 
der Losung der übrigen 20 Fälle der obigen Aufgabe (die aufser 
den 4 erwähnten (If.) anscheinend statt finden Icönnfen) dQrfle' di^ 
frühere Aufgabe (§. 57, 2.) behülflich sein. Werden söUhe '^ilf- 
losungen, wo das zu beschreibende Tetraßdcr t in eineii GrenzfaH 
d i. in eine Gerade übergeht» mit gezSblt, so mochten wohl bei 
jedem der 20 Fülle zwei AüflÖsongen statt finden; so vertrat z. B. 
beim oben betrac\iteken Ttlte (II, 1.) jede der drei Gfra^en A(i 
BD, «y einen soldiAi'Grei^fiilL m. » ., ». T 

Bei ilcjir'ol>igeii'Aii%ibe'K8^teti 'ferner »eh» «nttoti der 
Eclcpnnkte a , ^, ent^eoipr mfet roiAeneberien, o«ler*^tne tiiicllkeiH 
ebene «nd eine ^ke des sa' IMhi^ibewIjtn Xctnl^deiB als gege- 
ben angeiMHiimea werden* UebUjgeAir «He diese A^fgawii tqnr 
die ebfachstea FlUe ton andern»' aosgedehntcren AnffiaBen» me 
sich ShnUcherwcfSfie dnrdk projettivbdie EigenscKifiml UtaeD'laiBed 
wie jene in ($• M.). 
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Abgehaiid^tMi fiaiibte adi |ed«cli üm ^kom hier kurz 
|i|9r|l)Mrai ni i^lliseii, 

L Bei den ?orlie^ebeodeB IMemidimiges wwde 
eiiie Gerade fd, im Räume auf doppelte Weise, d. h., 
io ifiosicbt iwder Gebilde, betrachtet, nämlich eot- 
ab dgeotUdbe Gerade C (d. i als eine m- 
endliche Menge Punkte enthaltend), oder als Ebenen* 
bfiscbel Sl (d. i. als Axe des Ebenenbüschels). In die« 
Ur idofipelten Hioiicht alebt daher eine Gerade II mit 
alUtt Ickten aOeii Ebenen im Räume k folf en- 
der Beziehung: 

Als EbenenbOschel 9( Als Gerade 9 

- ^eder Pvnkt Hegt In ir» ^Jede Ebene geht darck 
feaii.eiaaa aeiiiea J^heaen;*' irgend eiaeii ihrt^Paakte;"' 

,tSi« (440<A«atO hciüiniat «fSU htatiaimi mü jeder 
piit j«4en Panktr(der aicht Ebea« (ia . der «ia i^ckt 
laihr Hegt), eine Bheae,^ liegt), «iBen Ponkt**' 

'Werden nach dieser zweifachen Hinsicht zwei Ge- 
rade Uf 9fi im Baume xugleich betrachtely und zwar 
PÜ Beiiefcufig anteinander, so aiod dabei folgende we- 

aentiicho Umstände zu bemerken: 

«Jede Ebene des einen „Jeder Punkt der einen 
£heaaa.|ia9chels schneidet Geraden bestiiaiat mit den 
dea,aada^.£)ieaenbüschel Punkten der andern Gera- 
Iii. einem eheatMi Strahlba> den einen ebeaea Strahlbü- 
•chel;die gesamniten Strahn schel; die gesammtenStrah«. 
len aller dieser Strahlbü* len aller dieser Strahlbfi« 
fchel« oder die geeammten schel, oder die gesammtea 
Strahlen, in welchen die Strahlen, welche die Pank* 
Ebenen beider Ebenenbfi- te beider Geraden, paa^ 
• chel einander paarweise weise geaammea, mit ein- 
schneiden, erfüllen ein* ander bestlmmea» erfüllen ' 
fach den ganzenHanm» d. h. einfach den ganzen Raum, 
durch jeden Punkt des und zwar liegt in jeder 
Raums (der nicht in einer Ebene (die durch krine der 
. der |wci Aaen liegt) geht awei Geraden geht) irgend 

« 
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aa^vL ucbcf AiiWigitin iiiiti>riiiiiifi%ii Fig««». ua 

irgend einer von diesen einer von dieien Str«lil^% 
Strahlen, aber nur ein ein- aber nur ein einziger; so 
ziger; so dafs also jede be- dafs also jeder beliebige 
liebige Ebene sieb mit ir- Punkt mit irgend zwei Punk* 
gend zweiEbenen der zwei ten der zwei Geraden in 
Ebenenbuschel in einem einem .solchen Strahle 
solchenStrahle schneidet** liegt," " 

Vos dietmi StraUcn, welche auf die eben angeger 
bene Weise durch zwei EbeoeDbüschel oder durch 
Kir^ Gera4e 9(» im Kaum^ beatkniat weijiflpi» ;wei£i 
pan nim . ana frlibmn Unteraocliiiiiceii; SL)». dab 
jedesmal diejenige Schaar unter ihnen, die irgend ei- 
ner beliebigen dritten Geraden A (oder 91«) begegneiip 
in «Miem ewiacbaii Il^rperMoU U^eq» luid dab tmup-. 
aeita die EbenenbOschal in- AnaehuDg der Ebe-' 

nenpaare, welche diese Schaar Strahlen zu Durchschnitts- 
linien haben, und andereraeita die Geraden lU» 9k ia 
Anaehmig der Ponktciipatttf^ in welchen sie von dieaer 
$chaar Strahlen getroffen werden, projectivisch sind^ 
u. 8« w. Mit Rücksicht auf alle diese Umstände lassai 
sich nachatehende intereaaante Betrachtiing^ leichl. Inh 
werkatelUgen« / • 

II. Bringt man mit den zwei Dopp^gebiJIden % 
ad irsand xwel fihcBieB £t in .Verbii^^oBg, ae jkOa« 
neu. die letiteren» .aulttlst .der ^dwch die^ apilam bar ' 
stimmten Strahlen (L), auf eigenthümliche Weise md^ 
einander bezogen werden. Um bei . dies^. Unters 
dkiHig der Vmtellong w Hfilfe sa,JkLOM>ieii» fUi^^d^ 
wa: in (Fig. 55.) daaPapi« di)B Ebene £ dar j WO ni«- 
lieh alle nicht punktirten Linien in dieser Ebene 
liegen. Es sei, die Gerade ect die JDurr.hfyjinittsMpi<i 
der Elieaen £» Ej» nnd r und a» Si md jt «Min dHi 
Punkte, in welchen die Geraden oder Axen fH, 9ti von 
den Ebenen £& g^trof(ea we^-den, so daS^ fd^o rs^ ^ 

Si7i oder . S| ti 4kieiiifiiBa.9^ 
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ilorcii. die; Axeii 9^ Ki be aÜiMiktt SiraUsjäleiM <L) 
nnd, weMie fti den EKen^'/E, Et liegelL Ferner 

seien t, X| die Punkte, in welchen die Strahlen t|, % 
den Ebenen £, £, begegnen, und wekbe mit den vor- 
cenimnten Ponkten dIeGeradeoCtr, ti od^ z; XiZ^ 
Xiji» oder Fl bestimmen. Hat man alle diese Ele- 
mente genau 6xirt, so lassen sich weiter folgende £ieen- 
Schäften atigebcD. . . 

'''l)'I!He t^wel Ebenen £/ Ei -^mrden nSttdüt tfea 
genannten Strahlsjstems dergestalt aufeinander betoj^e»; 
dafs, im Allgemeinen, jedem Punkt der einen Ebene 
iivi bestimmter ' Punkt; in d^r * andern Ebene'* eW<« 
sfirf^ht, d. 'lik, dnrcb 'jedeir Miebigen Pönkt"«' in 
E geht ein einziger bestimmter Strahl a (der die Axen 
9f tli schneidet, in fd^ fbi und), der die £1 in irgend 
iSbem besHflimteti' Patikte trifß*; trelchei> der ^ent^ 
Sprechende*' j^nes PMktfes ; oder de^efen „schief« 
Protection,*' bbifsen söII. Von dieser bestimmten 
ISezieköttfi; mädlen nur iolgieüdis Punkte eine 'Wesi^nC^ 

Da nämlich allen Punkten r, s, der Ebene 

£, welche in. dem vorhin erwähnten Strahle x liegen, 
dlkkb» SliiMi gcInekiMlMMieht mgeiUtet»> «0 

i4tfd<'f^lgliiBb'iiler* '«fnzige PuM;»:<Si, In • wdehem- detu 
selbe die £bene Ei trifft, allen fenen Punkten zugleich 
elileprecheil. Und da lerber- eile* Strahlen, weld^0'▼eQ 
dtelnf'*Ptekl«' yi> fa' Eo Miigek«n, • in «der 'Ebene jt U 
liegen und in dieser einen ebenen Strahlbfischel ji biU 
den (t), so werden «ie^nothwendiger Weise die Ebene 
E 'Mng« der Geriideil' d. 4. lings der ^urehschniltei 
BtÜei^i^ Ebenen ji% 11M Ei iMffeii,' so folglich 
älfcfa Punkten r, t, f), ..... dieser Geraden j in E der 
einzige Punkt ji in £1 entspricht Eben ea liabea alle 

Fntdtie^V- n *if»''.iv;.' -dto'Oütrigii' i'*k tE>^.den'<P«ikl 



Digitized by Google 



Ih Ueber AUäbig^k. venthlideMtöger Figuren* 'tiä6 

Zi zu ihrem geinieidschaftlich entsprecheüdttl Punkte iq 
Ami glddi^ GHlndW eiitflit»reyii6b' SlhriUcÜ^dü« 
iffisü' stminttfch^ii ' Pl^UeB diir drei l&^d^ V^k/ s^, 
in der Ebene Ei, die di*ei einzelnen Punkte t, s, t iti 
der Ebene £. Diese besondere Eigenschaft der Punkte 
B, t und t^; yu 'ti Kat aaf die näcbfdlgeikdeti H<iMi^ 
täte großen Efbfltifs, so IfeA ' di«' ftiefetki sich 'mehr 
oder weniger auf dieselben beziehen, daher mögen die 
l)reiecke ttBi, ti^ijci onfer deib llNt^eii ,yHattfptdrel^ 
't^cke'' der' Ebeti^kl E, Ei f(istgeIiaUetl''Wdeii.' Blb 
Hauptdreiecke haben nach den eben bemerkten Eigen- 
schaften solche gegenseitige Beziehung, dafa die sämmt« 
lieben Punkte def Seiten (x. y, z. oätt riv '^t; ti> diiisk 
jeden, den eibzefnen Eekpatikt^ ju z^/ ooer 

• • • 

r, 6, t) des andern entsprechen. ' .» 

' ' Endlich liia^ aacb noch bemerkt Werfleb ,* data je- 
der Pnnkt tn' där ßordiscbnittslblie'* etii ' det EbeM 
£, El sich selbst etitspricht, oder mit seinem entspre^ 
chenden vereiniget ist, weil offenbat der einem solchen 
Punkte zugehörige ProjeetioiU^ald beide Ebeiieil ik 
deibselben tugleicb trifft. ' ' ' ' ' • ' ^ ^ 

Wie zu irgend eiucra gegebenen Piinkt in der ei- 
nen Ebene, der e&tspreicbeade in der andern Ebene 
'getui^den ivfrd/ ist leii^l ztt'eehen^ vAM^ wenn' Wa 
8', iti'E, det gegebene Punkt ist, so wird der zugehö^ 
rige Projectionsstrahl a offenbar dkdurch gefutidcn, dafs 
die Ebetaen d 9, ^^/ ic^t, dürfen Dürcihsebiiitta« 
litiie er eein liiufi (i:), iind sbdatiif wir2 dte^e^' i^MM 
a der Ebene Ei in dem gesuchten entsprechenden Putikt^ 
dl begegnen. "^Der Pünkt Oi kann daher auch blofs 
tdurcb Zieh^ zwte^r Paa^ tierjfder' in iiii^hiiätä % . 
fei gefunden Werden, denn zieht man aus döin gegebej- 
nenPuiikt a durch den Punkt r die Gerade ar^r, Ivelthi 







IJ 
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zieht sodann, in £i, die Gerade Ziri, so mub in die- 
ser der gesuchte Punkt tti liegen; und da ähnlicher- 
;frei8e durch die Gcarade as^^ in E» doe Gerade jgßp 
im Elf bettinmt wird, in wdcher ebenfalb der Poiib 
Ol liegen mufs, so ist folglich der letztere ^er Durch- 
edbnittspunkt der zwei Geraden Z|ru. Ji^i* , 

2> £s |8t Bim weitepr anzogebciii welche Beziehqng 
Irgend zwei entsprechende Figuren in den Ebenlen E, 
Jßg^^u einander haben, und nach vrelcben Gesetzen 
ihve Eigfinscbaften von ein^^er abhängen; und zwar 
entstebi zanSchtl die Frage, welche Figor einer Gem- 
dcu, und sodann welche Figur irgend einer bestimmten 
Ju:|4i|UD.en Linie entspreche? Die Antworten hierauf er« 
fc^ifo^^^ich aus jleffi Vorhergehenden fast unmittelbar, 
nSmlich wie' folgt . 

a) Einer beliebigen Geraden in einer der zwei 
jEbenen £, E^^^Zt^B« der Geraden A in £, entspricht 
jPjffept^ jfii d|er ;e{ideni Ebene Et irgend ein Kegel- 
Hclinitt [Ai]; denn aIlePro|eetlon88trahlen, welche jene 
/ |^e{}i|4b. ü'effen^ /oder ihre sämmtlkhen Punkte auf die 
Ebene Ei pro|icireD, liegen in einem eiAf^chen Hjper- 
j^lqlji (!•)> welches die Ebene £i in dem genannten 
Kegelschnitte schneidet (§. 51, IV, 4.). Da die Gerade 
^^4Ä^{iS^ten^^ z d.es Hauptdreieckg i(i den Ponk^ 
ll^n ft p, } si^ei^et» ^o geht folglich, TermOge dieser 
Punkte, der Kegelschnitt [AJ durch die drd Punkte 
yif ^1 0")f so dafs er also dem Hauptdreieck x,yiZt 
umschrieben ist Femer geht der Kegelschnitt auch 
durch den nSmlichen Punkt eei, in welchem die Ger 
rede A der Durchachnittslinie eei begegnet (1.). Natfir* 
licherweise mufa auch, umgekehrt jedem beliebigen» 
dem HauptdreiedL Xiji%t nmschitebenen Kef;ebchnitt 
lAi]» ^^1^"^ Grende in £, entspfeehen; diesep 
folgt auch in der That daraus, daüs alle Projections- 
\ strahlen 
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atnUeB ein«« toidieDKegdseluiitts (d. b. alle Stnihleo^ 
die diiidi seine sSnuntlicben Punkte gehen), zufolge 
(§. 51, IV, 9, a.), ebenfalls in einem einfachen Hyper- 
boloid liegen, and da dasselbe von der Ebene £ of- 
fenbar in dem Strahle z (der dem Punkte Xi zugehört) 
geschnitten wird, so mufs es von ihr noch in irgend 
einer andern Geraden A geschnitten werden (§. 51, IV, 
welche dem gegebenen Kegelschnitte [Aij ent- 
spricht 

Es ist klar, dafs alles was hier von der Ebene £| 
gesagt worden, auch umgekelurt in entsprechendem Sinne 
Ton der Ebene £ gilt 

In dem was Über die Gerade A gesagt forden, 
findet nur dann äine wesentliche Ausnahme, oder ein 
besonderer Fall statt, wenn diese Gerade durch einen 
der drei Hauptpunkte r, s, t geht, nSmtich alsdann 
entspricht ihr in der Ebene Ei ebeofalls eine Gerade 
Ai, welche beziehlich durch einen der drei Punkte 
Sit Ji » Xi Denn geht z. B. die Gerade A durch 

den Punkt r, wie etwa arr, so liegen offenbar alle ihr 
(oder ihren sämmtlichen Punkten) zugehörigen Projec« 
tionsstrahlen in der £bene A^ oder r9(, und daher 
nufs ihr nothwendigerweise die|enige Gerade Ai ent- 
sprechen, in welcher jene Ebene die Ebene E, sdinel- 
det, und welche also durch den Punkt Zi geht (also 
die Gerade riaiXi); nnd zwar mOssen die Geraden 
A, Ai perspecHvisch sein, nnd namentlich den Punkt, 
in welchem die Axe 5fi von jener Ebene A 51 getroffen 
wird, zum Projectionspunkt haben (L) und einander in 
der Dnrdischnittslinie eci schneiden (im Punkte rri). 
Aehnliches findet statt, wenn die Gerade A durch den 
Punkt s geht Geht sie aber durch den Punkt t, so 
Ue^ sie zwar nicht mehr mit der Geraden Ai, die 
dann durch den Punkt %t geht, in einer Ebene, son- 

17 
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dem in diesem Falle liegen sie iu einem einfachen Hy- 
perboloid» welches die J^bene E in im Qenidea A 
und z, and die Ebene Ei in den Geraden Ai und St 
schneidet; 4^oBi da die Gerade A durch den Punkt t 
geht, so ist allemal tt ein Prc^ectionsstrabl derselben, 
und dann aniii dieEliene E^ das geMttnleil(ypeibolnM 
iMwh in einer andern Geralden Ai schneiden, Wd^e 
nothwendigerv?eise durch den Punkt z, gebt, wcU x 
jedesmal Projectionsitrabl d«r Geraden A ist^. 

Es giebt demnach in den swei Ebenen E, Ei drei 
Paar Strahlbüsch cl, namlicb r und Zi, s und yi, t und 
Xi, deren Strahlen, als Gerade A und Ai betrachtet, 
einander paarweise entsprechep» «m«! wekhe^ wie kicht 
m sehen, in Ansehung dieser Strahlenpaare projecti- 
vbch sind, und zwar liegen sowohl r und Zi, als s und 
yt perspectiviscb, weil sie die DnrfiischniVe der Ebe- 
nen E, Et nnd der Ebenenbflschel % tfi sind» oder 
weil ihre entsprechenden Strahlen (wie rr, ZilTi) sick 
in. der Geraden. e et schneiden. 

Demnaoh hat man ftrs eiste das feigende Geeelx. 

^Den gesammten Geraden in einer der zwei 
Ebenen £, £i, ausgenommen die Strahlen der 
drei Strabibftsebel (r, s, t oder yi, Zi), deren 
Mitteipnnkte die Spitzen des Ilauptdreieeks 
sind, entsprechen in der andern Ebene die ge- 
rammten KegelschniUe, welche dem Haupt- 
dreieelL umschrieben werden kOnnen, und 
auch umgekehrt/ Und femer: „DieGeraden, wel- 
che Strahlen der genannten Strahlbüschel sind, 



*) Gehen die Geraden A, A, durch die Pankte r nnd z,,' 
oder s und y< , so sind sie in zwei bestimmten Lagen projecti- • 
visch ähnlich, gehen tie aber durch die Pankte t nnd x«, ao 
findet dieses aar in einer Ugb statt 
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entsprecheii efnander paarweise, nlmlieli et 

entsprechen sich die Strahlen der Strahlbü- 
eehel r and Zi, s und ji, t und x^, und es sind 
diese Strahlbflschel, in Anselinng ihrer ent» 
. spreebenclen Siralilenpaare, projectlTiseh^ iind 
ttwar sind die zwei ersten Paar Strahlbüschel perspec« 
' ÜTischy so dafs jedes Paar die DurchsebnUtslinle eeg 
zum peispectivisehen Dorehsdiolll hat» wogegen Vom 
^ dritten Paar (t und x^) zwei entspreehende Strehlen in 
dieser Linie vereinigt sind; auch sind femer je zwei 
entsprecheiide Straiiien von r und ti. oder s und ji 
pcrspediviseby und ilir Pn^^etionspankt liegt in der 
Axe Q(i oder 51; dagegen erzeugen je zwei entspre- 
chende Strahlen von t und Xi, ein einfaches Hyperbo- 
loid , und diese Schaar Hyperboloide haben die vier 
Geraden 91, x, t| gemein.'' 

b) Ein eigenthümlicher Fall, der zwar, wie man 
aehcD wird, schon in dem yoistebenden Gesetz uiit in« 
begriffen ist» yerdienty wegen seines Einflusses aof spi- 
tere Resultate, hier noch näher erörtert zu werden« 
£s kann nämlich gefragt werden, welches in jeder der 
zwei Ebenen £» £i der Ort derjenigen Punkte sc^ de* 
len entspreiAende in der andern Ebene onendHidi en^ 
fernt liefen? Diese Frage läfst sich folgendermar&eu 
leicht beantworten« 

Alle ProjeetionsstrahleD , welche nach den* anend- 
lich entfernten Punkten einer der zwei Ebenen, z« B. 
der Ebene E, gerichtet sind, sind nothwendigerweisc 
mit ihr parallel , und liegen lolgUch in einem hyper- 
bolischen Parabolold (§.n,l,% e.>» welehes m 
der Ebene Ej in einem Kegelschnitt, und zwar im All- 
gemeinen in einer Hyperbel, geschnitten wird* Dieser 
Kegelsdmitt, der durch [QJ bezeidmet weiden^ mag, 
gdit offenbar dorcb die drei Punkte Zi, ji, X|, weil 

17* 
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dorch jeden dieser Punkte ein der Ebene £ puralleler 
PlwjMlkiiMstf aU (deu mmt der Stnhl i> wcldwr 
dfciwh den Pmkt x, geht, ist dt dieter Ebene fimiM 
anzusehen). Auch folgt, dafs eine Asymptote des Ke- 
gththntt^f £Qi]» oder im Fell er eine Parabel ist, dafs 
aeine Aie der DmchiehBilttliaie eei parallel sei« 
ntaUdi E eise Asymptotesebeiie des ParaMold« iet 
(§• 52.). (Aus gleichen Gründen folgt» dafs die andere 
Acya^tote der|eBigeii Geraden parallel kt» in welciHir 
dfo Ebene Ei ▼«§ der)en%en Ebene geechnktea winl, 
die durch 9 oder 9(i gebt und mit % oder 9( pa- 
rallel ist). 

Da mm aber jeden dem Hain^tdreieck iijiiu bi 
oniiebrielienen Kegebebnüt, irgend ebM Gerade 
in £ entspricht (a.), so sind demnach alle unendlich 
entfernten Punkte der £bene als in einer Geraden 
Q M^send anineeben*)» weUmr niaüicb Jener Kegel-: 
schnitt [Qi] entspriebt AehnKdienveise mufs den un* 
endlich entfernten Punkten der Ebene En oder ihrer 
fMendliffh entfernten Geraden, welche Ei beiben mag» 
efai b^etittmter Kegelsehutt [R] in £ enls|mcbc^p 
welcher dem Haoptdreieck rst umschrieben ist, u. s. w. 
Wenn insbesondere einer der zwei Kegeltcbnitte [R], 
[Qi] eine Parabel iit, i«l ea der andere ebenfalls 
waa leicbt nadmweiMa lit; u« a. w« 
Also folgt: 

„Dafs den unendlich entfernten Punkten 
jader der awei £benen £i ein beiti»ailnr 

Kegeleebttitt [QJ oder [R] in der andern Ebene 
entspricht^ welcher dem Hauptdreieck umr 



*) Dieses ist in der Penpecüvlehre ein bekannter alter Satz; 
im zweiten Abtduiitt wird er einfachcf und klarer daigosteUt 
weiden« 



aobriebeD ist, ao dafs also fane Paukte alt ia 
•iMr Geraden Q mkr R, liegend kageseliett 

iirerden inUssen; von jedem der swei Kegel* 
fichuitte, die im AllgeiueineD Hyperbeln sind^J^ 
ist eine Atjnptote der DnreliscbnilttliBie e^ 
parallel; Itt einer derselben eine Parabel, so 
Jst es auch der andere, und dann sind ihre 
Axen der Linie eei parallel." 

e) Uebcr dte TiNrstebsndMi Resnkale (a^ k) fdnd 
. noch folgende nibere UmstKnde anzugeben. Wenn 
nindicb der Geraden A, wie sie in (Fig. 55.) gezdcb- 
net vorliegt, der Kegelschnitt [AJ entspricht, ae ifM 
jeden Kegelschnitt der sie bothrtt nnd inglcidi dta 
Iftiaptdreieck rst umschrieben ist, z. B. dem Kegel- 
schnitt der sie in A berfibrt und der durch [T] be- 
seichnet werden nnig, eine sokhe Gerade Tu hi 
entsprechen, welche d^ Kegelschnitt [A|] in denken!* 
gen Punkte berührt, der jenem erstgenannten Punkte 
a entspricht; denn da A und £Tj nur den ennigea 
Pnnkt a gemein haben, und da )edei* Ponkt in £, in 
Allgemeinen, nur ein einziger Punkt in £| entspricht, 
so können folglich auch |.AJ nnd Tt nicht mehr als 
ein Pnnkt genein haben. 

Da ferner die Strahlen re und ZiOi einander ent- 
sprechen, und zwar da den Punkten a, §| die Punkte 
ei, Z| entsprechen, so sieht man, daCs wenn der Strahl 
re sich nn r dreht, bis die Punkte e md §i nü^ in- 
sanimenfallen, dann der Punkt Oi sich nach Zi bewe- 
gen v?ircl, bis er sich zuletzt mit ihm vereinigt, so dafs 
alsdann der Stndri z,rt den Kegelschnüt [AJ in 
befahlt Eben 10 wird die Tangente ji^u welche 



*) Die oncadlidi cnlfenileB takte dlsser H^peibda ealqwe- 
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den Kegelschnitt [A,] in ji berührt, durch den Strahl 
bestimmt und gefunden. Und ebenso ist die Tan- 
gnta in Ppnkte f t datiepige SlnUt wdcber dwStialil 
t; artqpiiAt. Abos 

^Wenn in den zwei Ebenen £, £i irgen4 
eine Gernde und der ihr entsprechende Ke-' 
gelfehnitt» ^ R die Qerade A.ia £ ud der Ke> 
gelsehnitt [A,3 in Ei, gegeben sind, so ent- 
spricht jeder beliebigen Tangente Ti des Ke- 
fele^bniUs ein beeüamter KegelecbiiiUtTj ia 
der andern Ebene», weleber Jene Gerade k be- 
rührt, uud zwar in demjenigen Punkte a, der 
dem Berührungspunkt ai jener Tangente ent- 
•prieht; den}efiige|i Tangenten aber» weUhp 
den gegebenen Kegeltebnitt ip den Haupt- 
punkten Xi, ji, Z| berühren, enlsrechen die 
Geraden tft s|>, rf» die in der andern Ebene 
die Jacken dea Haupidreiecks jait. denjenigen 
Punkten p, i), } verbinden, in welchen die ^e- 
§en(^ber liegenden Seiten x, z von der gege- 
benen Geraden A.,getcbnittep werdea" 

FOr den Torerwtiulen (b.) KegeitclinüC [Qi] fiop 
det man hiernach seine Tangente yi bi im Punkte yi, 
WtiQn man den Strahl s5 der Seite j parallel zieht, ' 
weil ntadicb in dieieai , Fall^ die iby eptaprecliend^ 
« Gerade A (oder Q), and mithin aodi der Punkt 9 in 
ynendlich entfernt ist. Ebenso wird dessen Tan- 
gmite am, Pnn^ %% nnd fibn|idierweise wird desseß 
Tangente am Pnnkle Zi gefanden; oder die letztere 
kann auch mittelst der zwei erstem gefunden werden 
(£. 42, IV, 1.).. Gleiches folgt für den Kegjekchnitt 

Zufolge dea vorstehenden Satzes und mit R&ck- 
sieht anf (§. 36, Ende) nnd (b.), kann man nun aoeh 
leicht erkennen» von welcher Art der KegclscLuid sei, 



» 
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weldber k^end einer Geraden in eteer der MreiEben«i 
Cy £r enfBpriclify ninMdi: - • 

„Der Kegelschnitt, weicb«r «. B. der Gera- 
den A entspricht, ist entweder 1} Hyperbel, 
oder 2) ParaJb^l, oder 3} Ellipse, |e anchdem 
die Gei^ade A den Kegeleeknltt [R] 1> selmeiii 
det, oder 2) berührt, oder 3) gar nicht trifft." 

d> Mittelst der bisherigen Resultate lassen sich 
min weiter- leidit <He HaopteigenMiMflen derjenigen 
gnr augeben, welche irgend einer gegebenen krummen 
Linie entspricht. Denn angenouinicn es sei G eine 
beliebige Coire nien Gradea in der Ebene £ nnd'Gi 
sei die ihr entspreohende Iii der Ebene Et» ao wlrd^* 
da C von jedem dein Hauptdreieck rst umschriebenen 
Kegelschnitt [ratj, im Allgemeinen und höchstens, 
in 2n Punkten geacbnicten werden kann, und da alleil 
dieaen Kegelsehnitfen Ske geeammfen Geraden in der 
Ebene Ei entsprechen (a.), die Curve Ci von jeder 
dieser Geraden, im Allgemeinen und höchstens, eben- 
faiia in 2n Pili&tan geachnillen, und folgliekwird diean 
Curve, im Allgemeinen, vom 2ntcn Grade sein. 

Da femer die Curve C jede der drei Seiten x, y; 
% des Hatipldreiaaks, im Allgemeinen, in n .PunkteiK 
adineidet, so rnnfs cBe Curye Ci die drei Hauptpunkte 
Xi, yi, 2i zu sogenannten singulären Punkten haben, 
nämlich jeder derselben ist in Bezug auf sie ein nfa« 
eber Punkt Die n Tangenten der Oirre Ci in 
Jedem der ^rel Punkten xi, y,, sind vermOge der 
Durchschnittspunkte, in welchen die Seiten x, y, z von 
der Cnnre C geacbniUen werden, aebr leicht su finden, 
denn ist etwa 9 ein aolcher Durdischnittspunkt, so ist 
der dem Strahle Bt)b entsprechende Strahl yibi eine 
Tangente der Curve C| im Punkte (c). Berührt 
die Cunre C eine der drei Geraden x, y, s, 80 enl- 
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ppricbt dem Berübrnngnwinkt ein Eückkehrpankl ia 
der Carre Ct» und xwar, so oft moB }Mer 6er»deft 
▼OD C berfilirt wM, so vido Rackkelirpiiaklo der Ct 

fliod in dem, der jedesmaligen Geraden, entsprechenden 
Punkte Sit yi» B| vereiniget. Die einen Rückkehrpunki 
xugehörige Tengente kt, dienso wie verkHi, lekhl n 
finden, sobald nfimlich der ihn entsprechende Berfih- 
rungspunkt gegeben ist» (Sind unter den genannten 
RücklMhrpnBkten euch die Wen-dnngs- oder Ion» 
gungspunkle nll inbegriflm?) 

Die C urve C| wird nolhweodigerweise um 1, oder 
2» oder, 3 Grad erniedrigt, wenn die ihr entsprechende 
gegdieiie Cnnre C dmch 1, oder 2, oder eUe 3 iiMp^• 
pookte r, e, t geht (d. h. doreh jeden nur oinnol 
geht), weil nämlich unter diesen Umständen jeder der 
femnnten KegeUcbnüte tretj die Cunre C, mkw jo> 
mn Pankleo, onr io oder Sd-^S» oder 2a*S 

Punkten äcboeiden kann. 

Wenn insbesondere die gegebene Cnrve C nur 
von 2len Grad» also ein lUgelichnidt» iit» lo ist dcm^ 
nach die ihr entsprechende Corre Ci in AUgeneioen 
▼om 4ten Grad und hat die drei Hauptpunkte Xi, 7,,Z| 
xn Doppelponkten*). Oder wenn man die insondem 



*) Berfilirt der gegebene Kegelschnitt alle drei Seiten x, j, t 
des fiaoptdreiecks w»%^ so isi C, , sofolge des Ohigoi» eine aolelie 
Corve 4ten Grades i welche die drei Haoptponkte x^, j,, i| tm 
Rfickkehrpunkten hat; nnd weiter folgt, mit Rficksicht auf (42, IV» 
1» link8.)i dafs die drei Tangenten in den drei Rückkehiw 
punkten der Carve C, einander allemal in irgend eineoi 
Pankte treffen. — Findet dieses letztere hei jeder beliebigen 
Carve 4ten Grades, welche drei Rfickkehrpnnkte hat» statt? Oder: 
entsprechen den gesammten Kegelschnitten, welche dem Haupt» 
dreiscit x^z eingeschrieben werden können, auch die gesammten 
Cunrcn 4ten Grades, welche die drei PluklB X|a Jt» Sf » MiRißk* 
kebrpaakten haben 
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rate jM' mtmmmhktf td kiim mo sagen: „et sei 

C| entweder vom 4(en, oder 3(en, oder 2ten, oder 
Iten Grad, |e nachdem der gegebene KegeU 
MlmitC C etttweder dorck keinaa, oder 1, oder 
- 2y oder alle 3Haup(p«akto r, 8, t geht/ Der dritte 
Fall, wo Dämlich C| vom 2ten Grade, und also auch 
«in lUgfiichBitt ist, folgt Mich aas (§. 51, IV, 9.), wo- 
Mdb, wiM X. der gegdbeno Kogelachiiitt C durch 
die Punkte r, s geht, dann seine s&mmtlicben Projec- 
tionsatrahlen in einem einfachen Hyperboloid liegen, 
wokhci der andem Ebene £t In einem Kegel- 
adHHit Ci geschnilteB wird, der ttofhwendigerweiso 
durch die Punkte Zi, y, geht. Dasselbe folgt übrigens 
auch a«8 dar Eigenschaft, dafs die Strahlbüschel r und 
Stf • Qttd yi, t nnd X| projectirisch sind (a.). Denn 
gebt der Kegeischnitt C etwa dnrcft die Punkte s, t, 
so erhalten die Strablbüschel s, t durch ihn eine pro- 
{ectirischa fiaiiahong (§, 38, IIL), da sie aber, wia 
achoB bemarkt worden, baziehUch mit den SlrahlbQs^alii 
yi, Xi projectivisch sind, so sind folglich auch die letz- 
tem unter sich projectivisch und erzeugen einen Kegel- 
schnitt Ci, wabher durch ihre M ittalponkta yt» tl^^ 
und wdchar oiiettbar dam Kegelschnitt C entspricht. 
Also: ^ 

i^adam KagaUchnItt C ia dar Ebene £, 
welcher durah irgend zwei dar drei Haupt- 
punkte r, 8, t geht (aber nur durch zwei), ent- 
spricht in der andern Ebene £i ebenfalls ein 
Kagalsehnitt C|, welcher durchr dia jadasmali* 
gau iwai autspraaheDden Hauptpunkte Zi, yi, Z| 
geht; und auch umgekehrt." 

3) Dia Torstahandeo Resultate (2) sind die Fmida- 
maataisttaa llbar dia Abhängigkeit dar Figuren m den 
zwei Ebenen E, E| von einander. Es lasscu sich aus 
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iliMii mmittdlNir cio^ graffi6R€ili6 wciloiof -IPol^miii* 
gen ) entwickeln,* die zu einigen interessanten Sitzen 
führen. Nach der Art, wie die Figuren in den zwei 
Ebenen von einander abhäng», ist ninüich klar, dafs 
gewisse Eigenscballen und Sitae, wekhe Figuren oder 
Gebilden in der einen Ebene zukommen, also die mei« 
sten Eigenschaften, Sätze, Aufgaben etc., die im er- 
sten nnd ^enwirtigen dritten Kapitel Qber pn^ee- 
tlrisclie Gebilde und sonstige Figoren in der Ebene 
aufgestellt oder befrachtet worden sind, auch auf irgend 
eine analoge Weise in der andern Ebene (wenn auch 
bei ganz Tcradtiedenartigen Figuren) statt finden mtls- 
sen. Einige Beispiek werden hinreiehen, dicfs m er- 
läntem. 

Den Figuren und Gebilden,, ihren Eigenschaften 
und den ihnen snkomntenden Sitzen und Aufgaben in 

der Ebene E, entsprechen folgender Gestalt die Figu- . 
rcn tmd Gebilde, deren Eigenschaften« Sitze und Auf- 
gabst! in der Ebene EtZ 

In der Ebene E entspricht in der Ebene E| 

A. 

I) Eia<rfm oestimmtea l)EiabestimmterPanktSa. 
PanktttSs 

9 Den eiaielneD Eck- S) SlaimtllckePaakte der 
paakten r»s, t des flanpt^ Seiiea r«,S|f t« .Aee Haupi- 
dreiecks: drelecks. 

aO Den drei Streklbi- S) Die drei Strlihlbischel 
seheln r« s» U S|^ 7i, Zi» 

' 4) Eiaer Geradea A, wel« 4) Ein Kegaliekaitt [AJ, 
che durch kelaea der drei der dareh die drei Haapt^ 
Heaptpaakte r, s, t geht: pankte i/, y«, x« geht 

.i)yier harmonisch ettPaalc- ' 6) Vier harmenisdiePauk- 
ten der Gjeradea A (fenaBge te des Kegalschaltls [A,] 
8.): ($. 43, IL). 

6) Irgend zwei Punkten 6) Zwei bestimaite Ponk- 
üf C; der durch dieselben te a,, c,; der djirch sie aad 
basliaiflite|iQ««adeii A$ aJid tdarah 4ie flaoptpanitei S|> 
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elem durch dieselben und 
durch die Uauptpunlcte r, s, t 
bestimmten Kegclschitt[T]: 

7) Irgend einem Strahl- 
' büschel B, d. h. der Schaar 

Gerader die durch irgend 
einen Pankt B gehen: 

8) Da sich unter denStrah- 
len dieses Strali Ibüschels 
B, im Allgemeinen und 
höchstens» zwei befinden, 
welche den oben (2, c ) ge- 
nannten Kegelschnitt [RJ 
berühren: 

9) Irgend vier harmoni- 
schen Strahlen des Strahl- 
bfischels B, also vier har- 
monischen Geraden AjbiC, d: 

Diese yier Geraden schnei- 
den |ede «ndere Gerade A 
in Tier liarmoniselieB Pnnk- 
- ten (§. 8, IL): 

Und jeden KegelsebnitI 
[T], det dnrcli ihren Mittel- 
punkt B geht» ebenfallt in 
▼ier harmonischen Punkten; 

10) Liegt der Mittelpunkt 
B desStrahlbttsehels insbe« 
sondere in einer der drei 
Seiten i des Haupt- 
dreiecks» etwa jin p In der 
Seite >: 

11) Den projectiTischen 
Beiiehnngen der Geraden 
und Strahlbüscbel, den Ei- 
genschaften des vollständi- 
gen Vierecks und YierseitSp 
und überhaupt den meisten 
SStsen» Aufgaben nnd Po* 
rismen, welche im ersten 
Kapitel untersucht woi- 
dcni 

U. e. w. 



y,,X| gehende Kegelschnitt 
[A, 3; nnd die dnrch diesel- 
ben bestimmte Gerade T,. 

7) Eine Schaar Kegel- 
schnitte [BJ. die durch die 
Hauptp. z,, 7,, X, und durch 
einen bestimmten Tierten 
Punkt Bf gehen. 

8) So befinden sich unter 
der Schaar Kegelschnitte 
p5,], welche durch vier ge- 
gebene Punkte z,, y,, x,, B, ' 
geheuy im Allgemeinen und 
höchstens» zwei Parab^el|i. 

9) Vier harmonische Ke- 
gelschnitte [aj, [bj, [c<], 
[df] der Schaar Kegel- 
schnite [B,]. 

Diese vier Kegelschnitte 
schneiden jeden Kegel- 
schnitt [AJ in Tier hsrnui* 
nlschen Punkten; 

Und {ede Gerade T« die . 
durch Ihren Tierten Dnr«hr 
schnittspb B| geht, auch in 
Tier harmonischen Punkten. 

10) So Ter ein igt sich der 
4te Punkt B| mit dem.4s«pt* 
punkt 7i nnd die Schaar Ke^ 
gelschttitte [BJ hahen \m 
punkte 7i eine gemein«, 
Tangente yih|« 

11) Analoge Beziehungen, 
Eigenschaften, Sätze» Auf^ 
gaben und Porismen I> ei Ke- 
gelschnitten [z,y|Z|]» d. b. 
bei Kegelschnilten, welche 
durch die drei IIa pptpunkle . 
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1) EiaenKegclscbaiti IT]l 1) Sla« Cerade T,; die 
der Sehnar Gerader 0 die Schaar KegaUcbaitt [@|] 
ibn berAbr«»! «ailikreaB«« die aie berflbr«si umi. ibre 
rfibroBgapanktea: Berti hraagapankte, 

2) Da aicb UBter dies^^r 2} So befinden sich onter 
Sebaar Gerader Q* im All dcrSchaar Kegele. [Cl|]» die 
gemeinen und httchstens, durch 3 Paslcle i, , , x, 
▼iere befinden« welche des gehen um4. eine Gerade T 
KegeUcbniU [R] beribren» berflhrea» im Allgem. and 
d. b. gemeina. Tangente« bftcbe4e««t vier Parabeln, 
der Kegels. LT], [R] aind: 

3} Irgend Tier von diesen 3) Vier von diesen herSli- 
beruhrenden Geraden ®f die rendenKegelschniiten 
barroonisch sind ($,43,11.): die harmonisch sind; 

Sie schneiden jede der Sie schneiden jeden der 
fihrigen» zur Schaar @ ge- Übrigen, zur Sch aar [(9,] ge. 
borige Gerade, in vier bar* hörigen Kegels.» in vier 
Boniachen Punkten: harmonischen Punicten; 

Und ihreBerfihrungspunk- Und ihre Berührungspunk- 
te sind vier harmonische te sind vier harmonische 
Punkte dea Kegelaebnitta Punkte der Geraden T (1.), 
[TJ: 

4) Da irgend zwei Kegel. 4) So giebt ea vier Ke- 
achnitte [BT), \N} von vier gels. [a^], [b,], [cj, [d,] wo- 
beatimmten Geraden a» b» von jeder irgend zwei ge- 
^ d berührt werden: gebene Gerade H» ü be- 
rührt. 

5) Den sablreichenSStzen 5) Analoge Sätze und Aaf- 
und Aufgaben, die oben» gaben» die sich sämmtlich 
▼on ($. 42) bis (§.48.) aufge- auf die Gerade T nnd auf 
atellt sind, nnd welche sich die aie achneidenden und 
enf einen Kegelschnitt [Tj berührenden Kegelschnitte 
und auf deaaen Sekanten [itJtXilteo wie anf andere 
«ad Tangentent ao wie anf bestimmte Kegelscbnitte 
beliebige andere Gerade [sijixj bealehea. 
betieben, alt i.B.deaSilieft 

Iber die dem Kegelaebniil 
[T] am* «ad eiageeebrlebe» 
aea Stebteckep Fttafeebe, 
Tiereeke aad Draleeke; 
iber barmoaiecbe Pole «ad 
Gerade, o. w.: ^ 
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c. 

DEioeroKegeticbiiiU 1) Ei» KcgeltelmlU der 

diarch irgend swel ^er el darefc iie enttprecti enden 
HanplpnnkU r, t gebt, zwei Hanplpnakte geht, at- 
etwa eittca KegelteliDiti to ein Kegeleehaill r<i7ili 
[rs] der dsrck r, • gejit; die ■Imvitliekeii Kegel« 
den aliimtliebeii Gerede« eeliBilte [®J die ilm bc* 
B die ibn berifcren, «nd rBkrea, mnd tkre Bertli* 
iiireji BerllbrangspoBifiee: rvegspunkte. ^ 

De der Seheer Gera* So befindea eieb «atec 
der dt in Allgemeiaea aad der Sebaar KegeleebaiUe 
bSebslena, vier den Kegel- [d,]« im Allgemeiae^. aa4 
•ebnitt [H] berlbrea^ bftebaleaai Tier Parabeln. 

2) Den Yorerwibnlea 8l- 2) Analege Sitte nadAafif' 
Isen nndAnfgaben (B.Sai6i)t gaben. 

8) Der Sebaar KegeU 8) Die Sebaar Kegel* 
aebnitte, welcbe dnreb die schnitte, welebe in den 
▼ier Paalcte r, y (11g. Ponlten Spy« zwei gemein* 
ftb.) geben» aebaltliebe Tangenten ba> 

ben. 

4) Der Sebaar Kegel* 4^ Die Schaar Kegel- 
ecbnittet die durch zwei schnitte, welche durch die 
Haaptpanlte r,a nad dorch drei entepreebenden Pank- 
etaen beliebigen Ponkt y teii, ji» fi gehen, und ei-, 
gehen, und irgend eine Ge* .nen bestimmten Kegel« 
rade A berfihren: achnitt [AJ berühren. 

Oder, der Schaar Kegel- Die SchaarKegelaebttitti^* 
schnitte, welche durch r, s welche durch z,, gehen 
gehen und die Gerade A in nnd einenKegelschnittfA^ J 
einem gegebenen Punkte a in einem Punkte A| berfth- 
beruhren: ren. 

Oder, der Schaar Kegel- Die Schaar Kegelschnitte, 
schnitte, welche durch r, s welche durch ^^, y, gehen 
gehen und irgend zwei ge- und zwei bestimmte Kegel- 
gebene Gerade M» £4 be- schnitte [M|3$ berüh- 
rübren: ren» 

Oder, der Schaar Kegel- Eine Schaar Parabeln, 
schnitte, welche durch r, s welche durch z,, J^ gehen 
gehen nnd denKegelschnitt und deren Axen parallel, 
[R] in irgend einemPnnkt (| nach einem unendl. entfern- 
berühren: tea Punkt gerichtet alnd* 

U. s. w. 
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5} D« irgend zwi*i Kegel- 5) So werden irgend zwoi 
schnitte [rs] im Allgemei- Kegelschnitte [ziy^] von 
nen von vier bestimmten vier bestimmten Kegel- 
Geraden h» Gf d berührt schnitten £«i]i[bf], [C|], [d«) 
werden; berahrl; 

D. 

1) Blaeai belleblgca Ke- ' 1) Eine beetimmte Corr« 
gelsebnitt C; den ibn be- 4ten Grades; die sie berflb* 
rftbrenden Geraden 9; Ib- rendtn Kegel«. [0,]; ibre 
ren Berlbrnngapankten: Berftbrnngspankte. 

9) Den Silaen vnd Anfga- S) Analoge Sitae» Anfga- 
bea Ton C$* dt.) bla (J* 481); ben and Porismen, 
namfntlieb den Porismen in 
C$. 47.) : 

Hiernach sieht maD, dafs, wie schon erwShnt, die 
meisten Resultate» weiche bei frfibern Betracbtuugen 
Mhvkkdl wordeDy imd welche sich auf Figuren in der 
Ebene beziehen» nnd zwar ▼onog^weise dasNelzgewe- 
bcarligc derselben betreffen, sich nach den vorstehenden 
Schemata auf mehrfache Weise travestiren lassen; näm* 
Üch diejenigen Stttzc^ Angaben, ele., wobei blofe Punkte 
und Gerade (Vieledte» Viebeite, projectlvische Gerade 
und ebene SlrahlbUscbel, etc.) vorkommen» nach (A.)» 
kommt auiser diesen Elementen noch ein einzelner Ke- 
gelschnitt» oder eine gewisse Schaar Kegdschnitte Tor» 
nach (B, C und D.), und kommen in den Sätzen etc., 
ausser )enen Elementen, beliebige Kegelschnitte vor, nach 
(D.> Auch lassen sieh die neuen Resultate wiederum 
•uf dieselbe Weise nrnwandefai» «• a.*w« Wollte lAan 
jedoch diese Umwandlungen weiter wiederholen, so 
würden sie ins Langweilige führen, sie würden nichts 
wesentliches Neues enthalten» mithin weniger wiohlig 
• sein, als die einfachen Elemcntarsätze» von welchen sie 
hergeleitet» und von welchen sie im Grunde nur als 
Canicaturen ersdiienen« - * 



j-u^ u, . i. y Google 



59,111. Ueber AUAigi'gk. wtclMMarilgcr Figuren. 4S7i 

. Die oh6§m Site (mhlt)» weicht Miit nor tage- 

deutet sind, wird man leicht vollständig aussprcdien 
können*). Uebrigens CUhrt der Gang der Betradituug 
projectiviscber £beDen tmd Strahlbüscbel noch tm ti- 
li^ aiidefii Seile nothweBdigerweUe auf dieselben 
zurück, wo sie alsdann tbeils umfassender, thcils mehr 
ins Einieiae und Besondere eingehend, dargetteUt wer* 
den tollen. 

III. Der vorhergehenden Betrachtung (II.) steht, wie 
es der in diesem Werk überall beobachtete Gegensatz * 
erheischt, die folg^ide Betrachtung tur Seite, von wel* 
eher ich aber nur tAr knim. ehüge wesentliche Hmglk* 
momente andeuten werde. 

1) Bringt man nindich mit den Doppelgebildtn 
8, «1 (I.) irgend xwel StrahlbOsdiel D, D, in Verhi». 
dung, 80 lassen sich diese, uiittelst des den erstem zu« 
gehürigen Strahls^stems eutsprechenderweise aufeinan* 
der hexiehen, wie vorhin die Ebenen E, £f . Dean 
durch jeden Strahl des Strahlsystems [SltMi] geht, in 
Allgemeinen, eine Ebene sowohl des einen als des an^ 
dern StrahlhOschels D, Di, z. B. dorch.einen bestim- 
ten Strahl a wird eme bestinuntt Ebene er, in D,4nid 
eine bestimmte Ebene »i, in Di, gehen; je zwei solche 
Ebenen sollen „entsprechende Ebenen" (oder jede 
toU die „tchlefe Projeeiion*' . der andern), heiben» 
Jeder Ebene in einem der zwei Süahlbüschel D, 



*) Ef hadfiatei nisdith M im M§b^ Sltiea übritens 
auch schon ans dem g*Tafn ZasiBHiniliwig ta scMlersen ipt), z. B. 

das Zeichen [z|7,x,]: ein oder mehrere Kegelschnitte, welche 
dardi die drei Hauptpookte s, » j, , z, gehen; [s«7i]s cui oder 
mehrere Kegelschnitte, welche dnrch die swei Hanptpnnlto S|« 
gehen; [NJ, oder [>|]f oder ÜBil' «a Kegelschnitt, welcher 
durch die drei Haop^nltc z, , yi > St einei^ bestimmten 

Geraden n» oder a; oder hi E» eniipcicht; a. s, w« Aehnli- 

shflS gpl TOB 



Digitized by Google 



272 AllgcMHW AMMriEng. 59, HL 



CDlipiklil demnach irgend eine besliimMte Ebene iai 
andeni StnhHillMMt «nd toa dtoten allgenwnen Ge- 
setz finden, wie man sogleich sehen Y/ud^ nur wenige 
Aasnahmen statt. 

Znvdrdcnt mOgen für gewisse Elemente besondere 
Beieicbnangen imd Benennung festgesellt werden. Nlni- 
lich es solIeD die zwei Ebenen in D, welche durch die 
Aien 91t 9i gehen, durch r, s und ihre Durchschnitts- 
Knie dntcb x, und mdereneils sollen die xwei Ebe* 
neu in Di, welche durah 9, Üfi gehen, durch Z|, ji 
und ihre Durchschnittsiinie durch ti bezeichnet werden; 
s ood tt sind abo diefeaigeii Strahlen der SUnhlbOschel 
D, Dl» welche beide Axen 8» 9Ci scheiden, und folg- 
lich zugleich dem Strahlsjstem [*21t2fi] angehören. Fer- 
ner soll diejenige Ebene in D, welche durch den Strahl 
tt in D| gehl, durch t und die Dufchschnittslinien, wel- 
che aie mit den Ebenen r, e bildet, durch y, z, und 
andererseits soll diejenige Ebene in D|, welche durch 
den Strahl x in D geht, durch Xi und ihre Durchschnitts- 
Knien mit den 'Ebenen i|, ji, durdi tt, iti bexeicbnet 
werden. Die Ebenen r, s, t und Zi, ji, Xi sollen fort- 
an die „Hauptebenen,** die Strahlen z, jy x und ri, 
•i, tt die „Hauptitrahlen,'' oder die Dreillache rst 
vnid ZjViXi sollen die „Hau ptdr elf lache** derStraU- 
büschel D und Di heifsen. Auch mögen die Ebenen- 
paare r und X|, s und ji, t und Xt entsprechende 
Hauptebenen, und die Strahlenpaare % und ri, j und 
Si, X und ti entsprechende flanptstrahlen genannt 
werden. Endlich soll derjenige Strahl, welchen beide 
Strahlbfischel D, Dt gemein haben (die Gerade durch 
ihre Mittelpun h te D, Dt), durch ee, beieichnet wer- 
den. Sodann lassen sich die vorgenannten Ausnahmen 
folgender Gestalt angeben (vergL 1.). 
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„Die sämmtlichcu Ebenen der Ebenenbü- 
Bcbel j) X und ri, ti haben bezieblich die 
einxelnen Haaptebenen Si, Zi and 9, t la 
entsprechenden Ebenen; und ferner: jedefiben^ 
des Ebenenbüschels eei entspricht sich selbst, 
oder ea aind in ihr xwei entsprechende £be« 
neu ▼ereini^t*' 

Mittelst der Hauptebenen r, s, t und z,, ji, X| läfst 
sich zu jeder gegebenen Ebene des einen oder andern 
Strahibfisclieia Dt die ihr entsprechende £ft>ene fin» 
den (ähnUcherweiae wie oben entsprechende Punkte 

(II, 1.)). ' 

2} Es entsteht nun weiter die Frage, wenn in ei<* 

nem der zwei SUrahlbOschel D, Dt irgend ein bestunn- 

tes System, von Ebenen gegeben sind, welchem Gesetz 
dann die ihnen entsprechenden Ebenen im andern Strahl- 
bttacfaei unterworfen seien? Die Antwort hierauf ergiebt 
alch sehr leicht. 

a) Man denke sich zunächst irgend einen Ebenen« 
bttschei A im Strahl biischel D, so werden dessen Ebe- 
nen ß, durch solche Strahlen a, b, ' dea 

StraUsystema [99fi] gehen, welche in Einern einfaebeif 
Hyperboloid liegen (1.) oder (§.51.), und daher werden 

die ihnen entspredien den Ebenen at, ßu in Di 

ligend efaie bestunmte KegelHiche zweiten Grades [A|] 
umhüllen (§. 51, IV, 4.), welche nothwendigerweise dem 
Hauptdreiflach ZiyiXi eingeschrieben ist, weil durch je- 
den der drei Hauptstrahlen z^ x (in D) eine Ebene 
des Ebenenbitsdieb A geht, und weil diesen Ebeneil 
jene Ebenen Zi, yi, Xi entsprechen (1.); (auch berührt 
die Kegelfläche [Ai] diejenige Ebene A(eei), welche 
dnroh die Aze A und durch den Strahl eet geht« -weil 
dieselbe sieh selbst .^spricht (!.))• Also: . 

jyDen gesammleu Ebenen irgend eines £be- 

18 
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ncDbüteliel« in eliittt der «wei Slraklb«8r.hel 

D, l>i» wie etwa deo Ebenen des Ebencnbü- 
••heU A in 1>» eoUprecben im andera Strablr 
-baftfci«! Dl die g^ianmtea Beribrangeeliemett 
irgend einer bestimniten Regelfläcbe tweiten 
Gerades [AJ«. und zwar befinden eich unter 
den ietstern allemal die drei Hanptebenen Sf» 
yi, X|.*' Oder: „Jedem Strahl in einem der zwei 
Strahlbäscbel D, D), wie etwa dem Strahl A 
InDy enUpricbi im andern Strablbftecbel D| ir- 
gend eine beetimmte Kegellliebe »weiten Gra- 
des [AJ, welche demHauptdreiflacb z^yii, ein- 
geschrieben ist, and auch umgekehrt; so dafs 
aieo den geaammten Strahlen dee einen Sirabi- 
bftechels» die geeammten KegelflAehttn aw eis- 
ten Grades entsprechen, welche im andern 
Strahlbüschel demüauptdreiüach eingeschrie- 
. ben sind." 

Bei jKeesm allgemeiiien Gesets finden folgende Atis- 
nahnen statt. Liegt die Axe des genannten Ebenenbü- 
eebels A in einer der drei Haoptebenen r, s, t» so eat« 
apikfal Am in Dl ebeafails m £beneidiiscbel A^ des- 
sen Axe beziehUcfa in einer der drei Hauptebenen Zf, 
Yi, Zi liegt • (die Kbenenbftschel A, A| sind pro^ecti- 
^iicb, Uogtn ihre Azen in r und a, oder in e und 
ao sind m* p erapet t i ii s di, V^en dieselben aber in t 
und iso erzeugen jene ein einfaches Hyperboloid, 
weiches alleuial ducch die vier Geraden Ql, Mgt ti 
gebt^ alle m^licbsn toiamaMngehörigen Asan A nad Af 
erteugen drei Paar projectivische ebene Strahlblschel 
r und Zi, s und ji, t nnd Zi (in D und Di), woven 
die zwei ersten Paare perspectivisch sindi näadiob sie 
haben 9ii an perspeothriicbea Dnrehsofanilien nnd Je« 
des hat den Strahl eci zur Projcctionsaze, u. s. w.). 



Digitized by Cü 



59t Ueber Abbangigk* verscMcMrtiger Figuren. 275 
b) Delikt iDlrn sich nan weiter ein Sy^tm von 

Ebenen in D, welche irgend eine Kegclfläche K vom 
Uten Grad umbttlien, aud fragt, was für eine Kegel- 
fiacbe Kl die ihnen entspreeheDden £ben€ii in Di he- 
rfihren, so ergiebt sieh die Antwort ebendalls sehr leicht. 
Denn da irgend eine Kcgelüäcbe zweiten Grades [T], 
welche dem Heuptdreiflach rst eingeschtieben ist, mit 
der gegebenen KegelflScheK, im AUgememen und hOdi- 
8teu8, 2n(n--l) gemeinschaftliche BerOhrungsebenen hat, 
so gehen durcli irgend einen bestimmten Strahl Ti (der 
Jener Kegelfl« [T] entspricht (a.)) in Di, eben so viele 
Ebenen, welche die KegcIflSche Ki bertthren, dild folg- 
lich ist die letztere, im Allgemeinen, von der 2n(n-l)ten 
Classe ($• 41, Iii» Note.). Da femer dnrch jeden der 
drei HanptsCrahlen in D, im Allgemeinen n(n-l) 

Ebenen gehen, welche die gegebene Kegelflächc K be- 
rühren, so mufs die Kegelfläche jede der drei Flaupt- 
ebenen 2i> ji» Xi> im Allgemeinen, n(n-l) mal berQh- 
rctt; n. s. w. •) 

Ist die gegebene Kcgclfl.lche K insbesondere nur 
vom zweiten Grad, so ist die ihr entsprechende Kegel- 
liiche Kl, im Allgemeinen, von der 4tenr Oateh, und 
berührt jede der drei Haoptebenen Zi, yi, Xi doppelt; 
oder es ist in diesem Falle die Fläche K^ entweder von 
der 4ten, 3ten, 2ten, oder Iten Classe^ je nachdem jene 
FUche K entweder lieine, ^inä, zw^i, oderUle drei 
Haoptebenen r, s, t berührt. Also: 

„Jeder KegelfUche zweiten Grades K in 

*) Ist z. B. die gegd^e Kegelffi^e&e It 'rmn sweiten Grade, 
mid geilt sie dordi Üe ML MtmfikrMta z, x, sof tat dls ihr 
eiil«|nreeheiiAe KwiOicle K, wtm dsr Tiatm Chase» tad hu* did ' 
Wendangsstranlettt in welchen «ie von den dra Hanplehenen 
z, « y, , Z| berührt %vicd, uild welche in einer Ehw Uegcn^ a. s. w< 
(vergL obm II, 2, d, Note.). 

18» 
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'welche irgend xwei der drei Heuptebenen 
r, 8, t berfikrt, enUprieliC in Dt ebenfalls eine 
Kegelfiiiclie zweiten Grades Ki, welche die 
swei' enUpreokenden (1.) Hauptebenen «i» ju 
Xi berfilirt; nnd anch ani§ekehrt.*' 

3) Mittelst der Torstehendcn Fiindamentals&tze (1. 
und 2,)y über die gegenseitige Beziehuug der zwei Strahl- 
bttscbel D, Du lassen lidi nun ftbnlicherweisc^ wie oben 
(U, a) bei den Ebenen E» E^, die daselbst angezeigten 
Reiheu von Eigcuschafteo , Sfifzen, Aufgabeo, u. s. w. 
[wenn diese zuerst, vermöge ($.33. a«$.4809 auf einen 
der iwei Strahlbüscbei, übertragen werden]» auf eine- 
neue Art travestiren ; ich begnüge mich aber damit, hier 
darauf aufmerksam gemacht zu haben; im Nächslfoigen- 
den (!¥•) sollen einige dahin gehörige Beispiele^ wenn, 
aucb «nter abgeänderter Gestalt, heraosgehoben werden.. 

IV. Die Resultate, welche durch die zwei vorher- 
gehenden Betrachtungen über die zwei Paar Gebilde £. 
nnd £i, D und I)| entwickelt worden, lassen sieb» zu- 
folge ($. 33.), unmiUelbar von ledem Paar dieser Ge- 
bilde auf das andere übertragen, d, h., die von dea 
Ebenen £, £i aufgefundenen Eigenschaften (II.) lassen 
«icb auf .die SlrablbOschel D, Di, und.die tou diesen 
angedeuteten Eigensdiafken (III.) lassen sich uoimUelhar 
auf jene übersetzen. / 

1) Näu^ich lyerdeq s. Jß. die Strahlbttschel D, Du 
nachdem eie nach obiger Art (III.) mittekt des Strahk 
Systems [5(2fi] auf einander bezogen, durch zwei be- 
liebige Ebenen S| geschnitten, so müssen in diesen 
entsprechende Hauptelemente entstehen, wie sie jenen 
ankommen, d. h., es entstehen in den Ebenen £ und 
dl zwei Hauptdreiseife tßt und deren Sei- 

ten r, t und ^1, I),, Hauptgerade und deren 
Eckpunkte (nach der Ordnung, in dec sie den Seiten 
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gogeiiAb<»'fif«ll«ii) t), p undfi, ^i, fi Hauptpniilte 
fiiod» upd diese Hauptclemente werden bc^ioblich durch 
die HauptdveiflAche rst uod Z|yiX|» Hauptebcoen 
t und jtf Xn «nd HaapMraUen y» x imd ri» t^, 
t, der Stralilbüschel D und (III, 1.) bewirkt; ferner 
wird 9% eine Kegclfläcbe zweiten Grades, welche: ^ 
ttea der zwei Hanptdreiliaehc • tingescIiriebeB ist) 
in der' togehörigen Ebene einen Kegelecboitt eraeagen, 
welcher dem Hsraptdroiseit eingeschrieben ist; u. 8. w., 
ao dafs also zwischen den awei schneidenden Ebenen 
C> €| folgende fieaiehuiig statt findet: 

Den Elementen und Qebiideti 
in der Ebene entsprechen •••in' der Ebene 

A. 

1) Irgead einem Strahl a 1) Eia bestimmter Strahl 

(Gerade): «i» 

2) Dem unendlich entfcru- 2> Ein besliinmltjr, eild- 
len Strahl 0 (H, 2, b.): lieh entfernter, Strahl Q,. 

3) Eiuem gewissen besou«. 3) Der unendlich eBtfern- 
dern Strahl 91: te Strahl SK,. 

4) Den einzelnen Seiten ti 4) Die ge««naiteii Sirab^ 
t des Uauptdreiscits (als len der Strahlbftsebel f|9 

Strahlen angesehen): $n t|. 

5) Den gesammten Strah«- 5>Die eiaielnen (Haopt-) 
leo der Strahlbftaeh«! |,9ir^ Stvablea i«« p^, f^. 

6) Den drei Htaptgertden 6)- Die drei Hanplgeraden 
f, t (ab Gebilde angesehen): ||, ^m JCi* 

7) Irgend einem St'rablbl^ 7) Ein beiTiimmtcr Kegel* 
•ebel 9), d. b^ irgend einem aehnitt [9^], der demHa^l« 
Punkte 9 and den gesamm- dreiaeit U^h^tt elngeacbrie^ 
ien dvreb ihn gebenden ben, nnd deaaen aSmmtlir 
Strahlen: ' ehe Tangenten (III* 2| O » 

oder schlechthin: 

' Irgend einem Punkte 55» Ein heslimmler Kegel- 
weicher niebi in einer der schnitt [liBi]* welcher dem 
drei Haaptgaradea r» t Uauptdreiseit eiaga- 
liegt; achKieben ist; 

uid ako: 
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l>eA fMtvaite» PiiBlct«!!^ HU g«M#»le« Kftg«l- 

welche nicht in ilen drei schcitte [tt 9i |E welche 
Hanptgereden tff^t Hegen: dem Htntdreiaeit UP^ft «in* 

geschriehen sind; 
DenFnakten in den drei Die Pnnhte in den drei 

Henptgeraden r, ^, t *): Haaptgeraden l«, f^, $^ 

8) Irgend einer Geraden 8) Eine Schaar Kegel- 
9, d.h., der Schaar Pankte, schnitte [9|3i d. h., alleKe- 
die in irgend einer Gereden gelCi» welche die drei Haupt- 
^ liegen: ,ger* ||, 9|, %^ cnd eine be- 

stioinite rierte Gerede 0^ 

berühren. 

0) Jener hen«nd«rn<a)G«- 9) Die Schaar Parabeln 
reden SK: [SR,], dJi « alle Parabeln, wel* 

che demHanptd. It9i)?t cin- 
geschriebenwerden können. 

10) Da die Gerade ® (ß,) 10) So befindet sieb unter 
der besondern Geraden der S ch a ar Kegelsch. [®|]» 
nur in einem einsigenPankt (welche 4 Gerade j^, r),, jr,, 
begegnet: @i berühren} ner eine ein- 
zige Parabel. 

11) Geht die Gerade © 11) So vereinigt sich die 
darch einen der dreiüaapt- Gernde®^ mit einer der drei 
panl[U I, 9, n (5.): Hauplg. , 9f » Ifi > die dann 

ü, B* W» von der Schaar Kegels. [@,] 

in ei nem besti mmten Punkt 
berührt wird« D, s. w. 

B. 

1) Irgend swei Strahlen l) Zwei bestimmte Strah- 

a, b; len a, , b, ; 

dem durch sie bestimm- der darch sie nnd dnrch 
ten Punkt 55» d. h., ihrem die Ilanptg. 9«, jC, bestimm- 
Dnrchschnittspnnkt; te Kegels, f^,]; 

nnd dem durch sie und nnd der durch sie bestimm- 
dnrch die Hauplgeraden X, te Punkt, d. b., ihr Durch- 
i, t bestimmten Kegels. schnittspunkt X,- 

2) Irgend einem Kegel- 2} £yi bestimmter Pnnkt 
schnitt (der dem Haupt- 

dreiseit (^t eioges« isOt 



Und wmr^daä die Geraden r nnd , i und 9, , t und p 
in Ansehoiig der ent i pr echend en Pitelitenpaare, projectlvIedL 
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Irgend etttM Pvttkt 9 ia ein beirtimiiiter Kegel- 
dka«eii Umfang; fcbnitt [$J, der durch ihn 

gehl (oad dem Hanpfdret* 
•eit }, f),;r, «ingca^ iel>; 
Q«d d«m thn In diesem und der in ihm von die- 
Punkte berflhrend.Strehla: f em Kegelsehnitle berührte 

Strahl a«. 

a) Irgend einem Kegel- 3) Ein beatimmtev Paakt 
achnitt [^]; it,; 

der Schaar Pankte die dir Schaar Kegelschnitte* 
in seinem Umfange liegen; [t>,J, die durch ilin gelien; 

nnd dengesammtenStrah- nnd die gesammten Strah- 
len, die ihn berühren: len des Strahlbttackels Xt* 

4) Da von der Schaar Pank- 4) So sind unter der Schaar 
tetp, dieindemKcgelsclinil- Kegelsriini tle [Q),], (welche 
te [i] liegen (3)» im Allge- drei Gerade U,r)^,yt berfih- 
mclnen, und hRchslens, zwei reu und durch einen Punkt 
in die beaendere Gerade 91 Xi gehen), im Allgcm. und 
fallen: höchstens zwei Parabeln. 

5) Da irgend zwei Kegel- 6) So giebt es im Allgenu 
schnitte [5JJ11, [9?] (dir dem und höchstens vier Kegel- 
Dreiseit Xit einges. sind) schnitte [a,], [6,1, fc,]» [b,]. 
einander im Allgem. und welche durch zwei bcstimm- 
hachstens in vier Punkten te Punkte SÖ^,, gehen (und 
a, C, h schneiden: drei Gerade j,, p^, berüh- 

U. «. w. reu). U a. w. 

C. 

1) Irgend einem Kegel- 1) Ein bestimmter Kegel- 
schnitt, der irgend zwei der schnitt, der durch die cnt- 
drei Hanptgeraden r, t be- sprechenden zwei Hauptge- 
riihrt. z. B. irgend einem Kc- raden (j, , 9i . g«^lit. a'so 
gclschniit [r^l, der t» 3 be- z. B ein bestimmter Kegel- 
rührt; der Schaar Punkte ^, schnitt [j, die Schaar 
die in seinem Umfange lic- Kegelschnitte [?J,J, die ihn 
*^en: (und der Schaar Slrah- berüliren; (und die Schaar 
len a, die ihn berühren): Strahlen o,, die ihn (und 

diese Kegels.) berühren). 

2) Da von derSchaarPunk-' 2) So sind anter der Schaar - 
te <D (1.) des Kegelschnitts Kegelschnitte [1|3,J, <^die ei- 
[r^], im Allgemeinen und ne n Kegels. awelTan- 
höchstens, zwei in der be- genten desaelbeu, «nd 
aondern Geraden SX liegen: eine dritte Gerade berfih- 

ren), im Allgemeinen swei 
Parabeln. 



« 
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3) Da irgend xwel Kegel- 3) So kSnnen jrgend zwei 
scbnitte [rlj einander im Kegelschnilte [j^^^J im All- 
Allgemeinen iit vier Pank- gem> von vier bestimmten 
Um 1^ 1^ C b schneideai Kegelschnitten laj, [C|], 
U.«*w. [>J berohrt werde». Ufriii;, 

D. 

1) Irgend einer beliebigen 1) Eine beetimmte Cnrve 
Cnrve C des nten Grades: der 2n(n-l)ten Cfla^se (III, 

Da dnrcb jeden der drei 2, b.}* 
Haaptponlcte ], 9, ji im klU So mvfs jede der drei 
gciiK inen n(n-I)Sirablen ge- .Hauptgeraden ||, 9it Pt Im 
li'en, welche die gegebene AllgcmeiiieB ii(n-l) mal to» 
Corve C berillirem der genanntes CarTe C, bc* 

rflbrt werden« 
U. 8. w. 

2) Irgend einem beliebi- 2) Eine bestimmte Curve 
gen Kegelschnitt C, der Itei- C, 4ter Classe, die jede der 
ne der drei üauptgeraden X, drei Hauptgeradeo ||, p,, 

t berührt, doppelt berfihrt; 

der Schaar Punkte die die Schaar Kegelschnitte 
in seinem Umfange liegen, L$|], die sie berühren, und 
nnd der Sebaar Strahlen a, die SchaarTangenten a^, die 
die ihn in diesen Punkten sie mit diesen (in den Be« 
berBbrem rfibrnngsp.) gemein bat 

3) Irgend einen bellebi* 8]) £ine a#lobe Cnrve C| 
gen KegelaebnittC, welcher 4ter CL, die drei aiDguUre 
dnrcb jeden der dreiHanpt- Pnnkte bat, in denen sie von 
pnnkte I, t gebtt den 8 Hanptg. p,, Pt be* 

V. s. w, rilbciwird, nnd die in einer 

U« s. w* Geraden liegen. 

Hiernacb sieht man, wie die gegenseitige Beziehung 
der Ebenen €» €i, (oder der StrahlbjUchel D, D,), mit 
der gegenseillgen Beziehung der Ebenen £i (IL) ei- 
nerseits ttber ein stimmt, und andererseits sieb von 
dieser anterscheidet; nämlich sie stimmt, dem Um- 
fange nach ganz mit der letzteren fiberein, so dab alle 
jene Eigenschaften, Sftfze, An%aben etc.» Ton weldiea 
oben (II, 3.) Erwäboung geschab, sich eben so vielfül- 
lig durch sie umwandeln lassen , und dafs überhaupt 
alle daselbst gemachten Bemerkungen auch auf sie An 
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Wendung finden; dagegen aber nntendieideC sin sieh 

von der andern durch die Art der entsprechenden £lc- 
nente» ond ivrar dergestall» dals wenn z. B. irgend ein 
Salt ftbcr Figuen in den Ebenen Et gegeben iaf^ 
dann der entsprechende Satz in den Ebenen €i (oder 
in den Strahlbüscbela D|) unmittelbar daraus abge* 
leitet werden kann, wenn man bier überall: GeradCf 
Pankt» Hanptdreiseit, eingetebriebener Kegel- 
schnitt, u. 8. w. (oder bei D, Di: Ebene, Strahl, 
Hauptdreiflach, eingeschriebene Kcgclfiäche 
etc.) setzt, wo dort, bei E, Et, respecUve: Punkt, Ge- 
rade, Hauptdreieck , nmeebriebener Kegel- 
schnitt, u. 8. w. Steht; und auch unigekehrt. Das Zu- 
gleicfastattfinden der einander entsprechenden Eigenschaf- 
ten nnd Sfitze in den ▼erscbiedenartigen und Tencbie- 
denartig auf einander bezogenen Gebilde- Paaren E und 
£i, D und Dl, oder € und €i, ist eine nothwendige 
und natfirlicbe Folge davon, dafo die beiderseitigen Be- 
ziehungen doreb das Strahls jstem bewnrkt worden. 
Aus denselben Gründen findet übrigens auch sogar eine 
Abhängigkeit zwischen den Eigenschaften irgend zweier 
ungleicbartiger Gebilde statti was, wie folgt, geieigl 
werden kann. 

2) Man kann nämlich auch zwei ungleichartige Gc- 
bade, s. B. die Ebene E und den StrahlbQschel Di, 
mittelst des Strabls jstems [99,] auf emander bezieben. 
Werden zu diesem Endzweck die Punkte, in welchen 
£ von den Axcn ^, getroffen wird, wie oben (ll-X 
durch r, s, der durch sie gehende Strahl durch x; und 
werden andererseits die Ebenen in Di, welche durch 
die Axen 21, % gehen, wie oben (III.), durch Zi, ji, 
ihre Durchschnittslioie durch ti; wird femer der Punk^ 
in weldiem £ vom Strahle t| getroffen wird, durch 
und werden die Geraden, in welchen sie von den Ebc- 
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nen ii, ji pcsclmftten wird, dvarchz,y) mi wini end- 
lich diojcnrge Ebene ia Di, welche durch den Strahl x 
gehr, dureb Xi» und werden die SlrableB, in welcbcB sie 
die Ebeaen z, , ji tobneidet (#der wdebe dur^ Jene 
Ptinkto r, 8 gehen), durch Ti, Si bezeichnet: so kann, 
hl KbaÜdieni Sinne, wie oben (II. und III.)» das Drei- 
eek rat Haapf drefeek der Ebene und das Drei« 
flach Z| jiXt HauptdrefHaob dee StrablbOfldiele D,, 
und ferner kOnncu z. B. derjenige Punkt a in E und 
diejenige Ebene cri.in D,« welebe beide doreb irgend 
efnen- und denselben Strahl a des Sfrablsjsfems pIVi] 
bcslinmit werden, entsprechende Elemente der (Ge- 
bilde £, D| genannt werden, u. s. w., so dafs sich ais> 
dann twiseben diesen zwei Gebilden eine analoge Be- 
zlebnn^stabeHe aofeCelleB Alfsf, wie obe»zwisdien gleirh- 
artigen Gebilde- Paaren, nnd was etwa durch folgende 
eincetne Beispiele erläutert werden mag. 

a) Den Elementen und Gebilden 
in der Ebene E... entsprechen ...im Strahlbüs. Dg: 

1) Irgend einem Punkte ft 1) Eine bestimmte Ebene 
(\m Allgem.)*- «i- 

2) legend eiaea Geraden 2) Eine bestioinite Kege(- 
A,d.h., den gesammten Punk- fläche [Aj, d« h., die ge- 
ien, die ii^ irgend einer Ge- sammten Berührungsebenen. 
radenAHcgen, welche durch einer Kegelfläche zweiten 
beinea der drei flaMpIpuik- Grades, welche dftmHanpt- 
Ui^Srtg«bt; 4reifla6hS|j|Xt 



ben ist 

3) Irgend einem Stra hlbü- 3) Eine beslimmte Schaar 
schel B, d. h., den (jesamni- KegelfL [ß|] aweiten Gra- 
ten Geraden, die durch ir- des, welche ai^fser den drei 
gend einen Punkt V* gehen, Hauptebenen Z| , , x, eine 
welcher in keiner der drei bestimmte vierte Ebene B| 
Uauptgeraden z, y, x liegt: berühren. 

4) Irgend einem dem Haupt- 4) Ein b esti mmter Strahl 
drei eck rst u mschricbeneo A, (oder Ebenenbüs. A,), der 
kegelschnilt [AJ: in keiner der 3 Haupiebcnen 

y,, X| liegt. 



Digitizeü by LiOOgI( 



59* IV. Ueber Abhäiisigk. TtrschiedeaartJger Figaren. 283 

5) Irgend einem Kegel- 5) Eine KegelflSche 2ten 
Bchnitt, welcher durch ir- Gr., welche die entsprechen- 
gend zwei Hanptpunktegeht, den zwei Hanptebenen be- 
etwa einem KegeUchDiit[r^J: rührt, also eine Kegelflä- 

cht fziyj. 

Odv denkt mam ikh nna wieder* die -Ebene Ci, 

welche den Strahlbüscbel Di schDcidet, und behält die 
oben (10 für die Hauptelementa derselben festgesetzten 
Beieicbaiuigen und Benennungen bei, eo bet van twk 
eehen den Ebenen d feigende gegenseitige Be- 
ziehung. 

ß) Den Elementen und Gebilden 

in der Ebene E ... entsprechen ... in der Ebene €i: 

1) Irgend einem PaaJct 1) Irgend eine bestimmte 

im Allgemeinen: Gerade d^, 

%) Den gesaiAinten Pank- 2) Eine und dieselbe Ge- 
len, welche in einer der rnde, nämlich eine der dffAi 
drei Hanptgeraden Xi s Uaopigeradea 9ii9 !«• 
liegen: 

3) Den einzelnen Uaupt- 3) Die sä m m 1 1 i rhen S trah- 
Punkten r# %% ii len der ilattpisiraiilbüiekel 

4) Einem gewiaseil beaoii- 4) Die nnendlioh entfern* 
dem Punkt R: te Gerade 

5) Irgend einer Geraden 5} Ein bestimmter Kegel- 
G, welche durch ke inen der schnitt welcher dem 
drei Hauptpunkte r, s, t gehl; Ilauptdreiseit )C, einge« 
der Schaar Punkte» die in schrieben ist; die Schaar 
ihr liegen: Gerader, die ihn berähren. 

Daher: 

Den gesammten Geraden Die gesammten Kegel«« 
(in der Eh^ne); schnitte [l^PilT,]. 

6) Per npendlleh entfemtea 6) Em bealimmler biaondeMf - 
Cisfaden Qs K^lsehoitt [Q«]« 

73 Irgend einer Gerade^ 7) Ein beatimmter Pnnkli 
welche dnrch eilMtn der drei der in einer der dreiHaapt^ 
Hauptpunkte r,8,i geht; der geraden ||> 9«, ir« liegt; die 
Schaar Punkte» die in Ihr Sehaar Gerader» diis durch 
llegeus ihn gehen« 

Oder: 
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* Irg«ttd eiaer GeraitSf Eia be«Ua»Ur fitrftMki- 
wcldbe iareh «iaeB 4er'4rel m1i«1-, dleatea HiiUlpaak« 
HaapipankU fft «i I f«fcl> ta eiaer d«r 8 Hanptger. i|, 

fi,^« liegt 

Und also: 

Den gesammteD Strahlen Die gesammten Ponlde der 
eines der 4r«iSkr«blb««diel entsprechendefi Hauptgeca- 
r, 8, t: den |, , , f,, 

8) Irgend einem Strahlbü- 8) Eine Schaar Kogelsch n il- 
schel B, d h., den gesaram- te [?5|], d. h., alle Kegel- 
ten Geraden, welche dnrch schnitte, welche aufser den 
irgend cinenPunktB gehen, drei Hauptg. |,, 1)^^ x^ noch 
(der in keiner derdreiUaopt- <^1"<^ bestimmte vierte Ge- 
ger. r, y, x liegt): rade berühren. 

9) Den^i besondera Stoelil- Schaar Parabeln 
bfischel R (4,): C^^tl» (welche dem Haupt- 

dreiseit eingeschrie- 
ben werden können). 

10) Da von den Strahlen 10) So befindet sich unter 
des Strahlbfischels ß Q8.) der Schaar KegelscbeitlSe 
nur ein einziger durch den [©f], welche Irgend vier Gc- 
besondern Pookt R geht: rade ||, 0|,JC|,1^| berftbren, 

aar elae eiatige Perabel (9.). 

11) Irgend einem Kegel- II) Eia beetimmter Peak« 
achnitt [T], welcher dem ; die Sebaar Gereder, die 
Hauptdreieck rat omschrie- dareb Iba gehen (d. L der 
bea lat; der Schaar Punkte, StraMb. Zth aad die Scbaar 
Welebe la ibm liegen; und Kegelacbai^e[$|l, diedarcb 
der Scbaar Gerader, welcbe ibn gehea (aad dem HaapI» 
Iba berttbrea: dreiaeit i^p^p^ eingesebrie- 

bea aladX 

Daber: 

Dea geiammtea Kegel« Die geaammten Punkte, 
echnitten [rst]: 

12) Da der Kegelschnitt 12) Sosind unter der Schaar 
[T] (11.), im Allgemeinen Kegels. [JJ, welche durch 
und hnchstrns, von zwei einen Punkt gehen und 
Strahlen des Strahlbfischela drei Gerade J^, p^, berüh- 
& C9.) berührt wird: ren, im Allgcm., zwei Para- 
beln [91,]. 

13) DerSchaarKegcl6chnit- 13) Die Schaar Punkte 
te[P], welche durch irgend welche in irgend einer Ge- 
eiuen Puakt P geben, Qviüd raden J), liegen, C^ie durch 
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dem Hanptdreieck rst um- keinen der drei Hauptpunk- 
schrieben sind): le t^t geht). 

14) Der Schaar Kegela^sil- 14) Die Scbear Punkte®,, 
te [G], welche irgend eis« welelie ia eittem lieettmm- 
Gerade G berilbr«ii ( nnA teaKegeltckiiitt[G,] Hegen, 
'dem Hanptdreieek rat ««- (der dem Hanptdreia. jfPi;;, 
aebrieben sind): . eing«scbrieben ist) 

U) Der Schaar Parabeln 15) Die Schaar Punkte X2« 
f]^, die dem Hanptdreieck des beaondern (dem Hanp^ 
ratnmacbrieben werden kS»' dreia» UPt^t einges.) Kegtl- 
nen: achnitta [QJ, 

16) Unter der Schaar Ke- 16) Weil die Gerade 9, 
gelacbnItteCPl- welche durch mit dem Kegeladinitt [Üf], 
Tier gegebene Punkte r, % t> Im Allgemeinen und hOch- 
P gehen CI3L\ bennAen alch atena» awel Punkte gemein 
im Allgem. awel Parabeln; hat 

17) Da irgend zwei Kegel* 17) Sc giebt ea,- im Allgem» 
achnitte [M], [IQ, (welche und höchatana, vier Kegek 
dem Hanptdreieck rst um- acbniite [ttiL [^il« [Cf]» [bfl» 
■chrieben aind), ImAllgero. welche drei gegebene Gc» 
und hftchatena, von TierGe* rede i«i|^t«)t| berfthren, und 
reden a, b^ c^ ä berfthrt wer- durch zwei gegebaae Puni^*. 
den: te 5??, , 9^, geben. 

18) Durch drei gegebene 18) Weil irgend zwei Ke- 
Pnnltcr,8,t gehen, imAlIgem. gelschnitte [^«1« C^^il« ^^1- 
und höchstens, vier Kegel- che dem HauptdrelseitlifiJr« 
achnitte [a], [b]» [c], [d], wo- eingeschrieben aind, einan» 
Ton {eder irgend zwei gege- der, im Allgmeinen und 
bene Gerade M, N bcrtthrt: höchstens, in irgend vier 

U« a. w. Punkten tto (««t« achnei« 

den« U. a. w. 

. Weon ioabetoadm di^EbflaaCi Vit darEboMB 

zusamnienfälh, dann decken sich das Hauptdreiadt Mipi 
und das Hauptdreieck rat, und es finden sodann einige 
aMrkwttrdige Umattada atatt» yffMk» apUar hnikduMk* 
tigt werden n^tm» Bhtn so giebt et eine besonder« 
gegenseitige Lage für die Ebene E und für den Strahl' 
bäacbel Di, diurch welche eig^entbümliche interessante 
Ümstiade ToruNiidit werden, und welche gehi^rigen 
Orts (im aweiteil Abschnitte) ausfiihrlich entwickelt 
werdea soUem 
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3) Es kann oon feiner «och eriflnert werden, dafs, 
da alles, was so eben über die zwei Ebenen (i^ be- 
merkt wordeoi äbDlicherweite Toa zwei Strahibüselieln 
D> iDt/oder da ObarlUNi^t alles, wai w dm vonia- 
henden Betrachtungen Über die Ebenenpaare E und £^ 
(U.)» £iuad€i (^0) E und £t (2-) gesagt und angedea- 
lal wiardaa, ilmlklierwdaa von StraUbisahelpanrea D 
und D, (HL), ^ und S)t, D und 2)i gilt, dafs also, 
sage ich, die gesainmten Resultate, welche in 
den yoratakendaa Betrachtiuigan (touLL bis bier- 
lier), tlieila entwickelt, tlieils blofa angedeotet 
Worden, sich mittelst der Strahlbüschelpaare 
D und Dl, 2> und D und jDi auf die Kugel- 
ll^die fiiiertragen laaaen (siehe Anmerk. §. d4 
luid §. 48 ). 

y. Bei den vorstehenden Betrachtungen sind, ahn- 
Uofaefweiie irie bei, vielen frfikeren Betrachtnagao» veiw 
achiedene besondere Fille möglich, die nSmlich dadurch 
entstehen, dafs man den Axen ^, und den Gebilden 
£ und E|, D und Di^ u,s. w. eigenihümliche Lage zu- 
kommen Iftfsty dalli man «• B. die eine oder andere 
Aie, oder das eine oder andere Gebilde in unendliche 
Ferne versetzt, u. s. w.; dadurch erhalten dann auch die 
Resultate eigenthttmäche Aussagen, wodurch sie oCtmehr 
telBNaae evregtB, ab Sm allgenninsa Ressiialttt ki der 
Folge wird sich Gelegenheit darlneten, alle diese Fälle 
zu eröitem, wo idsdaon, nach vorangegangener Entwik- 
kekmg dir Eigensdliftin prefealkiaehep Bbenia wmd 
fit tabi b omh el, dieManedat Reaoltate elwaa aosgedeim- 
ter und umfassender sein wird. Hier mag zum Schlüsse 
mit den betiaehteten Fifuren noch folgendes Manövet 
w%mmmm werden^ wodm«h eioise Eig ca sdm ften, 
die vorhin mit Slilsehweigen übergangen "«aonie*, kla« 
rer und bestimmte!: hervortreteo^ und wodurch man ei* 
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A«s Thciis ciue fraicre UflbcffiliBlit über die vorber^e- 
fcendeii S«lra«hlaageB» über datmi Ztmameiahm^ mtd 
Mmt dKe daniM entspruDgeneli Raidfai» f ewÜMit 

Das den obigeu Betrachtungen zu Gruode liegende 
SlrabUjstem [SiSit]« weidiM «inerMiU dütdk ftiv^iisQ- 
nide 9tf Si» imil «iNiermeits 4mk cwelEbaBCftbUsckdi 
lU, erzeugt wird, indem nämlich jeder Strahl des8«l- 
Ihso sowohl durch irgend zwei Punkte dieser Geradeu, 
•Is dmsk iffgenil strei fibeaoi dM^FiNneabttioM be> 
«timmt wird, kann durch VerinderuDg der Lage diesM' 
Gebilde in folgende besondere Fälle übergehen. Man 
kmuk Aämiioh eiMfadU die Geraden» for äkk betrach- 
tely io legen, daft sie einander sdhneideBy milbai in ir- 
gend einer Ebene liegen, die durch bezeichnet wer- 
den mag, wodiireh dann offenbar aileSdraUen in diese 
Ebene hfaiem^Dgen werden, ond ztrar devgeafalt» dab 
eie genau die gesammten Strahlen (Geraden) dieser 
, Ebene sind; and andererseiU kann man die Ehenen- 
bttachei, für akli betmchte», aa legten, daia ihre Äsen 
aleh ichneiden, dali aie nilhln ni irgend «inen SlniU* 
büschel liegen, der durch bezeichnet werden nia^ 
«fnduceh dann offenbar alle j«ie<Strahienin dieaeniSürahi* 
biachel iwununfngaAFfluil weiden, «nd zwfer dflfgestall^ 
dafs sie genau, oder einfach, die gesammten Strahlen 
dieses StrahlbUscheis aind. T>euJU man. eich nun nebst 
dkncn zwei besondera Strahtqr<tinnn Ef nnd 1^, nnei 
noch zugleich jenes nrsfirtogliebe Strahb^em [^itfi]« 
- und bezeichnet das letztere, um anzudeuten, dafs es im 
Bbmne beliebig lieg«» duicb an indel aladann Ml* 
snhen den draifiCraUsjglenMnB, dieBetiehiing 
aMt, dafs jedem beliebif^cn Strahl in einem derselben, 
irgend ein bestimmter «Strahl^ sowohl in dem einen, ^ 
in dem andera» dtv swei ^ktigm (SteMofstenie) ede« 
I|n6shl; K Iigep4 einem Stmhl a»;iui X, welcher dio 
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Geraden 91, % in den Punkten üi trifft, und in wel- 
dian akh «lie «wei ElMneo m, der EbeneDbitadid 
V, «t trIiatiMfWii entaprlebt in £, ein beümraiter StraU 

aai, und in D, ein bestimmter Strahl aai (d. i. die 
DorchscbnittsUnie der Ebenen a, «0. Daher ist leicht 
SB mcktiD» dab gewiiae EifaiMfihafteni welche einea 
der drei Strahlsysteme «ikoniiiieD, aach^ in irgend einer 
entsprechenden Form, auf die jedesmaligen beiden übri- 
gen Systeme übergehen müssen, und zwar beruht diese 
Akhingigkeit Tomeiuniioii anf den pri^eclivitclien Ei- 
genschaften der Grundgebilde, d. h., auf den vielfälti- 
gcu projectiTischen Beziehungen der Geraden % und 
der ElMnenbOackei 91» 9li. Man denke sick s. B. im 
erelen Strahlsystem R irgend eine Schaar Stralüeii, wel« 
che in eioem einfachen Hyperboloid liegen, so werden 
durch sie einerseits die Geraden 9f, und andererseits 
die Ehenrohaedid Wi pn^eotimdi anf einander 1^ 
zogen» und dalier werden, im Allgemeinen, die ihnen 
entsprechenden Strahlen in £3 einen Kegelschnitt um- 
kOUen, welcher die Hauptgeraden «t ber^ ($.38^ 
|V.X and die iknen entsprechenden Strahlen in Df wer- 
den in einer Kegelüädle zweiten Grades liegen, wel« 
che durch die Axen (der Hauptebeoenbüschel) SC, ^1 
gekt 38, IL). Werden diejjenigeB zwei Punkte der 
Geraden V, 9i in Et, welche in ihrem gegenseitigen 
Durchschnitte vereiniget sind, durch e, Ci, und werden 
dieienigen zwei Ebenen der EbenenbOschel Uf Si in 
Dtf weicke anf dnander frilen, durch 1^ ti beieichne^ 
und wird femer angenommen, es sei e derjenige Strakl 
in welcher zugleich einerseits die Punkte e, der 
Gemdmi % %k ▼erbindetp nnd andererseits die Darck- 
ecknittsBnie der Ebenen 9, «i der Ebcnenbaschel % 9Ii 
ist, so werden also, im Falle dieser Strahl e zu der 
Scimr Strahlen «des genannten i^perboloSds gehört 

einer- 
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Hmiptebeiienbaieiiel in D«, «Hemd peftpMMsdi eekiy 

so dafs folglich in jedem solchen Falle dem Hjperbo« 
loid inBi irf;eiid ein AuktB (der PfO|ectionsiMmkt der 
Reaptgmideii Vi «<) kr £f > Md ifgeDd eine EbeM 9 
(der pcrspectivische Ihirchschnitt der Hau ptcfa eilen bü- 
echel % ^i) in D2 entspricht. Einem H/perboleld aber, 
ireichee Dkkt durdi den Sürahl • feht^ wird in E« ir- 
gend ein KegelseMit, Weleher dem Winkel ein- 
geschrieben, und in irgend eine Kegeliläche zwci(eQ 
Grades^ itelehe dein Winkel ttSlx umschrieben ist, ent- 
spredMO^ Es ist klar, ditfs wem mmi umgeketirl die • 
Hauptgeraden 51, 5Ii in von irgend einem Punkte B 
aus perspectivisch, oder mittelst eines sie berührenden 
Kegelscboitts [U^i] prfoeetiTOcb auf eioaiider beaiebl» 
dafs daiinr'AeseM Paukt, oder diesem Kegelschnitt, ir« 
gend ein einfaches Hyperboloid in H entspricht, vreU 
dies im ersten Falle durch den Stralil p gebt; uüd dab 
Entspreebendes in HiMif^t der HaupMbsilenbOsebel % 
füi in Da statt findet. Demnach entsprechen den gc- 
aanunten einfachen Hyperboloiden in welehe den 
Strahl e gemein babsD, ebicrseits die gesanurteo Pioikte 
der Ebene E^, und andererseits die gesamuiteo Ebenen 
des Strahlbtischels D^; den gesammten Hyperboloiden 
In H aber, welebe Mobt durch den Strahl e geheiv enl- 
sprechen In Et die gesammten Kegetsehfiftfe,- welche 
dem Winkel eingeschrieben, und in D, die ge- 
sammten KegelflAcbea swetten Grades« wtkhe dem Win- 
kel Vit nmschfieben sind. U. s. w* ' 

Zufolge dieser Betrachtung lassen sich also zwi- 
schen den drei Strahlsystcmen R, Da ähnliche Be- 
siehniigsfabeUen aufstelleii» wie oben in (II, HI iV.). 
Die Form dieses Papiers gestattet aber nieht, die eat- 
sprcchendeu Eigenschaften aller drei Systeme ooben 

19 

> 
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^imn^^r %u stdleD, vrie es, vcrniOge ihres Zusaiiinien- 
hMB|ri| cigoDtÜd» senk sollte« fiie «pUen daher aur 

nur die iwei Paare R and £3, und Die Fun*- 
damentaleigeoschaften, auf denen die Beziehung dieser 
sim Pmv« benih^ aiml Miseoda 

cf) Den Elementen und Figuren 

in Ei entsprechen in R: 

*H Irg^Bd «iaem Strahle« 1) Irgead ein Strahl a. 
(Dem un endlieh «Bif«r»> (Der nneadliek eiitfarttte 
ten Strahle ^t) Strahl Q.) 

2) Irgend einem Punkte B, 2) Irgend ein einfaches 
alsMittelpankl •»••Sirakl- Hyperboloid [B], welches 

MsfiheU sM«a*l^^>* durch (i»«« und; de» Strahl 

e geht 

3) Also den gesarainten 3) Die gesammten einfa- 
Paukten: chen Hyperboloide, welche 

die drei Strahlen it, 9(a « 
gemein haben. 

4) Irgend einer Geraden 4) Eine Schaar einfache 
G, das heifst, der Schaar Hyperboloide [G], welche, 
Punkte, welche in ihr Üe- aufser % e, irgend einen 
g^n: vierten Strahl G geiiBein 

haben. 

(Der unendlich entfern- (Die gesammten hyperbo- 
len Gerad^en Qt) lischen Parabololde, wel- 

che durch die dreiStrahlen 
% 91,, e gehen.) 

5) Irgend einem Kegel- 5) Irgend ein einfaches 
schnitt Ca^tl, welcher die Hyperboloid L^%t], 
Uauptgeraden ICH, herflhrl: 

6) Irgend einer Carre C; 6) Irgend eine geradlinige 
irgend einen Punkte P In Fliehe C; irgend ein sie be- 
derselben; nnd der sie In rihrendes einfaches Hypei^ 
demselben berftkvendsn b>lold P^ i|n4 der Slrskl« 
Tangente Ti Ungs w^lchsm ea dlssslke 

Vi s. w* berfthrl. V. s.*w. 

/9) Den £lementei| und Figuren 
in Et ••..entsprechen.*..- in Dt: 

1) Jedem Strskl CGers* 1) Irgend ein Strahl S. 
den) s: 
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2} Jedem Pnakl, oder SO Eine Sleae, eder ein 
Strelilbtselbel Bt ebener Stralilbatebel 

8) Jeder Geraden 6, als 3) irgend ein Ebenenbfl- 
Gebilde« eine SebaarPnnk- scbel 
le enfb alten d» cngeeelient 

(Der «nendlieb entfern* ^in bestlniniler Ebenen- 
ten Geraden Qi) bftaebel QJ) 

4) Einen Kegelaebnitt 4) Eine Kegelfllcbe [M,] 
tu,]« der die Hanptgera» 9leti6r.«die dttreb dieHanpt- 
den 9, Ut berftbrf: atrablen Mi 9^ gebt 

5) Irdend einem beliebl- 5) Irgend eine KegelflS- 
gen Kegelschnitte C: che 2ten Grades ^« 

6) Irgend einer beliebi- 6} Irgend eine bestimmte 
gen Carye Irgend einem Kegelflflche Q,; irgend eine 
Pnnlcte B derselben; nnd der sie berQbrende £bene 
sngebSri gen Tangente T» nnd ihr Berührnngntrabi X» 

U. ■• w. Ii. a. tr. 

Wird der Sttshlbfisehel Dt dnrch irgend eine 

Ebene ff, geschnitleii, so beruht die Beziehung der 
Ebenen E% ond £t auf folgenden f ondameutaleigcn- 
scbaflen« 

Den Elementen nnd Figuren 

in E% ••••• entspreclien in C«: 

1) Jedem Pnnkt, eder 1) Ein Strahl, oder einn 
Strablbflscbel B: Gerade fB. 

9) Jedem Strahl» oder fe- 3) Ein Pnnbt, eder ein 
der Geraden G: Strablbieebel 

(Der nnendlicb entfernten (Kin beatimmter PnnbtQ). 
Geraden Q): 

S) JedemPnnbt B, nnd Iri^ 3) Eine Gerade 9» nnd Ir- 
tend einem dnreb ibn ge- gend ein in ihr liegender 
Senden Strahl e a: Pnnbt 0« 

* ' 4) Irgend einer Carye C; 4) Irgend eine Onrre 
Irgend einem Pankt P der* irgend eineTangente S^der- 
•elben; nnd der Tangente aelben; nnd ibrBerftbrnnga» 
T in diesem: .'pnnbtS- 

Daher: • 

B) Irgend einer Corve C 5) EineCnrve (J vom n(n-l) 
Tom nteo Grade: tenGrade« oder ?on der oten 

U. 8. w. Classe, 

19* 
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Wenn bei deo Ebenenbüscheltt Sf, Vi, io Di» wie 
% TOrllio angenommen Vrük-den, die Ebenen €, aufeiü- 

aüdcr liegen, dagegen die Geraden 31^ Sit, in E^, s» 
gelegt werden» daCs statt der Punkte e> et> iigend zmi • 
andm Paukte, etwa b, bi, in ibrem Dardiscbnitte 
' vereinigt sind, und wenn sodann die gegenseitige Be- 
tiehuog der Strahlsysteme I>t> £t> Rücksicht auf 
ihre enttprecbenden Elemente, wie diese bei ihrem ur- 
8)iirtlngtichen Zasiammenbangl» iü R bestimmt werden» 
betrachtet wird, so ist diese Beziehung gleich derjeni- 
gen» welche zwischen den obigep Gebilden £, Bi (IV| 
2» a,) sMt Ibnd. Das >»^rstebende Beziebungssystem 
(; .) ist daber nur ein besonderer Fall des obigen (IV) 
2, ß.), (Ebenso erhält man, wenn man das Strahlsystem 
A durcb irgend eine Ebene. E| schneidet» ein Bezie- 
bongssystera swiscben den Ebenen £i und EJi> wefefaes 
ein besonderer Fall des obigen (IV, 2, ist). 

Das vorstehende Beztehu9g8^stem (y.) enthält 
übrigens die Fundamentalsätze auf denen die sogenannte ' 
nTMcri9 des polä&e$ reciproques" beruht, welche Theo- 
rie gewöhnlich mittelst eines tiülfskegelschniUs darge- 
stellt wird (§. 44), f^obei nothwendigerweise beide 
Systeme von flgnren in einer und derselben Ebene ' 
liegen (d. b. die Ebenen E2, liegen aufeinander). 
Mier stellen sich diese Eigenschaften Huf . allgemeinere 
Weise, unabhängig voui Kegelschnitt, Air, und zwar, 
wie schon bemerkt worden, nur als besonderer Fall 
des obigen Beziehungssystems (IV, % /?.). Indessen 
gebührt das Verdiettst, die genannte Tb^orte zuerst 
freier, unabhängig Tom Kegelschnitt, aufgefafst zu ba- 
Ben, dem gründlidien Forscher Möbius (Barycentr. 
Calcül.). 

Aus der vorstehenden Betrachtung siebt man, dafs 
dem Sirabbyslem R, welches bei den obigen Belracb- 
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timgcö (II, lU u. IV.) nur als Mittel diente, salbet alle 
EigeDschafleii auf bestimiute entsprechende Weise zu- 
konneii» welche dort tod anderen Gebilden entwickelt 
und angedeutet worden. In der That sind die Flgwea 
in den obigen Ebenen E, Ei (IL) als beliebige Schnitte 
(dieser Ebenen und) de& öfriüUsjsleuis R anzusehen, 
so dafe also ihre Eigenschaften ndr als Folgen der £1- 
genschaften des letzteren erscheinen; ebenso sind die 
SftrablbOscbel Di (Ul.) nur mittelst der Eigonsclia^ 
ten des StnJilsjstems R aufeinander bezogen wordeI^ 
u. 8. VT. Da hiernach gewisse netagewebeartige Eigen»- 
«cbaften (fast sämmtliche Resultate des ersten und dril- 
len Kapitels) in federn der 9 Gebilde £» Ei» D, Dt» 
SDt SDi U9d R auf besänunte enlsptediende 
Weise statt finden: so sind also 'die Eigensdialten d<to 
Str^hlsystems K keine eigenlUcb räumlichen, wiewohl 
dasselbe den ganzen Raum eifüllt» sondern sie sind 
blofs solche, welche ihrem wahren Wesen nach der 
Ebene (E), oder dem Strahlbüßchel (D) angehören, 
(Von eigMitl'^b räomlichen Eigenschaften der Art, wird 
' im diitten nnd ▼iertep Abselmitto die Rede sein). Auch 
ist, zufolge der vorstehenden Bdraditung, das StrahL 
lästern R in der That einerseits als eine durch den 
ganzen Ranm ausgebrütete Ebene und andererseits 
als ein aufgelöster, durch den ganzen Radm wsgo. 
streuter Strahlbüschel anzusehen. In diesem Sinne 
lassen sich iteigens auch jene früheren Gebilde E, Et, 
€, €i, D, Dl, JD, 2>i als Umwandlungen de* Strahlr 
sysicme E, und D» (oder des Strahlsystems R) anao- 
Ben, wodurch der Zusammenhang aller dieser G^ldo 
von einer neuen Seite sich offenbaret, und zmv ^ie 
folgt. 

Worden nämlich die zwei Geraden «i, so wie 
M hier oben in eine Ebene E, gelegt worden, zum 
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zweiten Mal in dieselbe, oder in irgend eine andere 
iLbeoe £f ^ttLegt, jedoeb so, dafs nicht die nämlichen 
swel Pqnkte f, Ct in ikran DtinshschnitteTmiiiigl «od» 
wie das erste Mal, so findet zwiseben den StMil- 
systemen £3, bis auf einige Nebenunstände, offcor 
bar diMdbe Beuehpnf statt, wie oben «wischen «kn 
Ebenen C, €| (IV, 1.). BejeeicbneC man die »wei eba- 
nen Strahlbüschel, in welchen die oben genannte Ebene 
€s (y.) die Hsoptebenenbüscbel ü, ^i, in D^, schneidet, 
Airob fS) 9i9 nnd denkt man sich dieselben warn zwei- 
ten Mal (in derselben, oder) in irgend einer andern 
£l»ene €f so gelegt, dafs nicht wehr die nämlichen 
nwei Strahlen derselben vereinig sind, wie dort in ^ 
so findet zwischen den Ebenen C in Ansebang 
ihrer entsprechenden Elemente, ähnliche Beziehung statt, 
wie oben zffiscben den- Ebenen £» £1 (IL), Entsfiror 
dMildos findet statt, wenn »an die obigsn EboneoblU 
schel ül, in zwei verschiedenen Lagen, in einem 
nnd demselben, oder in zwei verschiedenen Strahlbü- 
aohtln Ps, D,, {sstbüt und anfeinandor bezieht In 
Aeaer Hbi8i«lit bStten also alle vorhergehenden Bcr . 
ziehongssysteme unmiUelbar an die obigen Fundameur 
laUlso (§• 36.) apgaschlosscn werden können. Im 
iBnflen Abschnitt wird diese letzte Betrachtnngswi^ 
ausführlicher erörtert und mit Erfolg angewandt werden. 
Zum Scblufse bemerke ich nochmals, dats alle vor«> 
bsrgebenden Beziehongss^rsteme anf Tcrschiedene andere^ 
zum Tbifcil einfachere und leichter zu fassende Weisen 
erzeugt und betrachtet werden können, wobei eines 
Tbeils ebenialls projectivisohe Eigensohaflen (wie hier 
oben), andern' Theils aber andere Beatinununf^ zur 
Grundlage dienen, was durch die späteren Knlwicko* 
lungen ausffthrlich gezeigt werden wird. £a werden 
alsdann die Bestehnngssysteuie in solcher Allgemein- 
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köit dargestellt, dafs sie aiick die}cuigcn Falle anfas- 
sen, wo einige von den Hauplelementcn (Haupipiinkte, 
Haupfgeradc, 8« siehe oben II, III und IV.), 
veldie iiei der fegeowirtlgeii Betractiliiii|; inmer . reell 
waren, imagio^r sind* Auch werden dann ähnliche 
Beziehungssysteiuc im Räume vorkommen, vro nament- 
lich in ^wissen besondera Fullen »wei RAume so auf» 
einander bezogen werden, daft jeder Ebene im einen 
Räume, irgend eine Fläche zweiten Grades im andern 
Räume entspricht , wodurch man sodauu in Stand ge* 
aetzt wird, mit Leichtigkeit alle Flachen zweiten Grades 
unter gewissen Bedingungen zu erzeugen, und ihre 
Eigenschaften aus den EigcnscbaÜcu der if^eu, eutapre^ 
chefideo JUmeo abauleiten , 

Jl' ' ..m I I .II f in m 



*) In Beziig auf die geg<>nwärtige Betrachtung iiiHgen hier nach 
folgeudci Beispiele von besondern Beziehungssystemen erwiiliul wer- 
den. Zufolge jedes der zwei ersten (neben einander stehenden) 
Sätze in I.) hat man nämlich ein Bezlehnqgssysleni zwischen 

awei aufeinander lieiiend gedachten Kbenen, wo z, B. nach dem Satze 
rechts, die Beziehung darin besteht, daCs jedem beliebigen Punkte 
iJ,, in der einen Ebene, irgend ein bestimmter Kegelschnitt [BBJ, 
in der andern Ebene, entspiicht, welcher durch drei bestimmte 
feste Punkte B, B, , (AA,) geht; u. s. w. Eine andere Art, wo- 
durch solche besondere Beziehungssyslerae zu Stande gebracht wer- 
den, habe ich bereits im Jahre ltS28 in einzelnen Lehrsätzen ange- 
deutet (Journal för Mathematik, Bd. III. S. 211. Lehrs. 22 — 25.). 
— Wie auf diese Weise andere, zusammengesetztere Systeme der 
Art aufgestellt %verden können, ist leicht zu sehen. Nämlich durch 
jedes Porisma, worin z. B. die Abhängigkeit zweier Punkte von 
einander so beschaffen ist, dafs während der eine sich längs irgend 
einer Ger.iden (odcrCurve) bewegt, der andere ii^end eine bestimmte 
Cuive durchlaui^ ealstehi ein solches Beziehungssystemi o. s. w. 
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A 1) h a n g, 

Aufgaben ni|d Lehriilic 

M» Die nadifolgencleii Ao^^beo mid LehreStM 

SM m dem Zvrecke hierher gesetzt, um denjenigcu 
Lesern, welche sich selbstthätig mit der in diesem 
WeriLe aaf{g68tellten Methode beschältigeii wotleD, Ge? 
leg^nheit %u. geben , sich an vwvckmifsigen Beispielen 
SU tibeo. Sollten sich in der Tbat Liebhaber finden, 
welche dem einen oder andern dieser Sätze ihre Auf- 
neilLsaiiifceit mit Erfolg scheiriLteD, oder wdcl^ selbst 
andere, dahin gehörige, Sätze anfsncbten und bewiesen, 
und sollte ihnen daran gelegen sein, sie mir mitzulbei- 
lep, UQ) si^ bekaiuit zu machen, so würde ich ^em 
hei dfBT lÜGfasteii schicklictieii Qelegenlieit darauf RQckf 
sieht nehmen, oder, im Falle sie nach einer andern 
l(ct|]Qde (gehandelt, aber von allgemeinem Interesse 
wSran, wflrde Ich sie Herrn C rolle übei^ebea und 
il)n ersuchen, dieselbeii in sem Joornal für Mathe- 
n){)tik aufzuiiebmeu. Die Zusendungen müfstcq jedoch, 
wie es sich ^on selbst versteht, portofrei geschehen, up4 
kfinnten nach Qeliebep, an den Hemi Redakteur den 
fanannten Journals oder an mich adressirt werden. 

1) Wenn in einer Geraden A vier harmonische 
Punkte imd 19 ei|iei|i ebenen Strahlbüschel Q vier har- 
monische Strahlen gegeben sind, so sind die zwei Ge* 
bilde A, B in Auschung dieser gegebenen Elemcnlc 
auf 8 verschiedene Arten projeptivisch S, I, und 
kOnaeD» in Rücksicht anf }ede Art, in perspcctivische 
Lage gebracht werden 6.). Wenn nun in einer 
Ebene die Lage 

Jcr Geraden A als fest aqgrnora- des Sir^blbiischels B ah fest an- 
mi^ «ü4 flef Sfr^UhMi^^^ i|DSMM||in|ef| tti|d ^ie G«rad« A 
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alle Arten mit ihr p«iip6ctifiMh «nf alle Aftei| Hgn pfirspee» 

gelegt wird» welche gegensfilige tlYfspIi gelegt wird, welche ge* 

Beziehung haben dann die 8 (oder genseitige Beziehung haben dann 

16.) Punkte, in welche lein Mit- die 8 (oder 16.) Geraden, ai 

9) Die der Tonteheodeii Ao^ibe (1.) entsprediende 

Aufgabe im Strablbüschel D, wenn nämlich hier in ei^ 
nem ebenen Strahlbüschel ^& und in einem £be|ienbQ- 
si^iel 8 vier liamiQpis^e £l«meiite gegeben afaid 
58. 15.% 

3) Wenn in einer Ebene zwei 8) Wenn in einer Ebene mef 
beliebte Gerade A, A, und in beliebige Strahlb&schel B, 3| 
jeder irgend vier harmonische und in jedem irgend vier harmo^ 
Poi|ktc gegeben sind» so bestim- nische Strahlen gegeben sind, iQ 
men die letzlern, paarweise ge- schneiden sich die letztem paaiw 
nommen, 16 Strahlen S, diese »eise genommen, in 16 Panlten 
schneiden sich in 72 Punkten P, P, diese bestimmen 72 Strahlen 
u. 8. w.; welche Eigenschaft ha- S, u. s. w. ; welche Eigenschaft 
ben die Strahlen S in Hinsicht haben die Punkte P in üinsiclit 
ihrer gegenseitigen Lage» und ihrer gegenseitigen Lage, und 
welche die Puulcte P? wie oft wclphe die Strahlen S? wie oft 
lii^gen von den letztem 3, und gelien von den letztem 3, und 
wie oft 6 in einer Geraden? u. wie oft 6 durch einen Punkt? 
8, w. (Giebt es z. B. 8 Kegel- u. s. w. (Giebt es z. B. 8 Ke- 
schnitte, wovon jeder die gege- gelschnitte, wovon jeder durch 
benen Geraden A, Aj und 4 die Mittelpunkte B,B. und durch 
Strahhn S berührt? Liegen un- 4 Punkte P geht? Gehen unter 
ler andern von den Punkten P, andern von den Strahlen S, 8mal 
8 mal 6 in eiqer Geraden, und 6 durch einen Punkt, nnd liegen 
schneiden ßich von diesen 4 und von diesen 4 und 4 in einer Ge* 
4 in einem Punkt? a. s. w.). raden? s. w), 

4) Pie 4^n Torstebepden (3,) ftbulicbeii Au%aben 
im Baume, w^np nSiplicb in xwei festen Geraden A, 

Ai, oder in z^yei feslcp EbeneubUscbcla 31 , Sl| vier 
harwQuische Elemente gegeben sind, 

5) Die den Torstebenden (3.) Sbniicben Angaben, 

wenn in einem Kegelschnitt zwei mal vier harmünischc 
PlinlUe, oder zwei mal vier barmouisclte Yftngentep 
geg^en sind (§. 43, U.)t 
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. f) Hierher die obigen Aofigabcn (§. 21, IV.). 
7) Die den Toratehenden (6.) entsprechenden AnC- 
' gaben im Strahlbflschd D, wenn nämlich drei pro)ec- 
üriedM ebeae Sfrahtbüschel fö, Si» f6% and drei 
proJecttvlMhe BbtneobiMbel Ki> gegeben 
sind. 

8) Wenn drei anter sieb pr(V 8) Wenn drei unter Bich pro- 
}ectlvisc}ie Gerade A, A,, A^ im jecliviscln* Ebenenbttschel % 51,, 
Raame beliebig liegen, so be- Sl^ im Räume beliebig liegen, so 
stimmen je drei entsprechende schneiden sich je drei entspre- 
Punkte derselben eine Ebene: chende Ebenen dereelben in ei- 
welchc krumme Fläche wird Ton nem Punkt: in welcher kiiimmeo 
«llen diesen Ebenen berfilirt? Linie liegen alle diese Punkte? 

9) Wenn vier noter sich projec- 9j Wenn vier unter sich pro- 
tivische Gerade ira Räume belie- jectivische Ebenenbüschel im 
big liegen t wie od hefinden sich Ranme beliebig liegen i wie od 
dann vier entsprechende Punkte treDen sich dann vier entspre- 
derselbeii in einer Ebene? . chende Ebenen derselben in ei« 

nem Punkt? 

10) Zwei beliebige projecttvische Gerade A, Ai 
{in einer Ebene so tn legen» dats sie einen Kreie er* 
Mpgen (§. 40, 1.) 

11) Zwei beliebige projecliviscbe ebene Strabibü- 
•chel fb, fbu oder zwei beliebige projectiviscbeSbenen- 
bfiichel «, .«1 Stniblbllsdiel D so xa legen» dab 
eie einen geraden Kegel erzeugen, 

1^ Zwei beliebige projcctivischc Gerade A, A,, 
oder zwei beliebige projectivischeEbenenbüecbei S(3i 
im Ranne 80 %n legen , dafs entweder a) ein run- 
des einfaches Hyperboloid (dessen Strahlen den Sdah- 
len eines geraden Kegels parallel «ind (§. 51, IV.)), 
oder b) dafs sie das in (§• 5% II, 1.) bescbriebene be» 
sondere einfache Hyperboloid erzeugen. 

13) Zwei beliebige projectimche ebene Strahlbü- 
schel B, Bi in einer Ebene so zu legen» dafs sie ent- 
weder a) die dem Kreise am nSchsten kommende EI- 
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Bpio» oimr b) die an «ektMi von der gleiekeeMgett 

iJiiweichende H3fperb€l erzeugen (§, 40, IL). * - 
Ii) Eioen gegebenen Kegel zweiten Grades, od^ 
ein gegdieoei einfache» Hjperbolold («iMibl eiiM 
Ebene) in einem 'Kreise m eelmeldcn; oder: Wenn 
zwei pro)ecüvi8che Ebenenbüscbel ^äl in beliebiger 
fester Lage gegeben sind» sie wittelat einer Ebene £ 
$o viecbneiden» dab die dadurch entstehenden ebenen 
Sfrahlbüschel gleich und gleichliegend sind, und 

mitbin einen Kreis erzeugen (§. 40, IL); (desgleichen 
wenn in einem Strahlhaschel D irgend zwei {Mrojecti* 
Tische ebene StraybQschd fßi gegeben sind). 

15) Wenn im Banme vier beliebige feste Ebenen 
girgeben sind, von welcher kmmmen Fläche werden 
imm die Gemden, die von denselben in ehMm un4 
demselben gegebenen Doppelverhältnifs geschnitten wer- 
den , berührt? 

Dieser Anijgabe steht eine andere zur Seite; wddie? 
Was findet insbesondere statt, wenn das gegebene 
Doppelverhältnifs harmonisch ist? 

16) Drehen sich zwei, beliebige, der Gröbe nacli^ 
' mverfoderlUe Winkel (ab), (a|b|) (Fig. 56.) inr einer 

Ebene dergestalt um ihre festen Scheitelpunkte B, B|, 
die in. einem gegebenen Kegelschnitte liegen, dafs der 
Durehschqittspankt a zweier ilirer Schenkel a^ a, dien 
sen Kegelschnitt durchlStift, so beschreibt jeder der 
drei übrigen Punkte h, c, in denen sich ihre Schen-p 
kel paarweise schneiden, einen Kegeisclmitt, welcher 
durch die zwei festig Scheitel B, B| gebt, — Hierzu 
gehurt ein Gegensatz; welcher? 

17) Drehen sich zwei- der Gröfse nach gegdiene* 
Flächenwinkel (a/Q, (cri/^O um ihre festen Kanten 3(, 
^1 dergestalt, dafs die Durchschnittslinie (aai) zweier 
Seiten- Ebenen a, ui stets eine gegebene feste Gerade 
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tft trifft, so beschieibt |«de der drei übrigen DutgIk 
•dndttiliflieii (ßßi)f (a/f,), (/9<r,% wekhe die Seite». 

Ebeoen paarweise biidco, ein einfaches Hyperboloid, 
welflhee durch die festen Kanten % Sl^ geht, t- Hiervi 
der Oeijeimlzi mie heifot er? 

ID W«^ «eOi^pdN« «IM Ifl) Wen der WIeM ae der 
Dreiecks Gi^lse und (js^ Spitxe eines Dreiecks der Gr5lse 
nach gegeben ist, nnd wenn ent- ond Lage pach gegeben ist» nnd 
weder a) die Sannne, oder b) wenn entweder a) die Smiiine, 
der Unterschied der an denel? e4er b) der Unleiscliied der ibi 
bep liegenden ^'^'in1cel gegeheq einsc^Uefsenden Selten gegeben 
irti 6Q ist der Ort derSjpilze des ist, so berührt die Grandllnie, in 
Dreiecks: a) auf* swei gleiche allen ihr zukommenden Lagen, 
Kreise beschrlnkt, welche die stets einnfW vier Parabeln, wel- 
(^rundlinie ;ar genieii^sclinftliclicn che dem gegebenen Winkel (nnd 
Sehne haben» pder h) auf zwei dessen Neben- und Sch<ilclwin- 
^eiche gleichseitige IT^'perbeln, kel) eingeschrieben sind, und wo- 
wdeheeben&Ils die Grundlinie snr Ton 2 und 2 (die hi den Schei* 
gtmi iiischaftlicfaen Sehne haben, felwinkeb« liegen) gleich sind. 

19) Wenn ein Kantenwinkel 19) Wenn ein F|ächenwii|kel 
(ah) eines dreikantigen Koqicr- Qaß) eines dreiflächigen Körper- 
winkels (abe) der GrdJse und winkels («/'/J der Gröfse nnd 
Lage nach gegeben» nd wene Lage nadi gegeben, nnd. wen« 
entweder a) die Summe, oder entweder a) die Sfunme» oder 
b) der Unterschied der beiden b) der Unterschied der beiden 
daran liegenden Fischenwinkel daran liegendenKantenwinkel ge- 
gegeben ist, So ist der Ort der geben ist, so berfthrt die dritte 
dritten Kante c (lufvier beslinunte Seüleilfl>che Tp in. allen ihr zn« 
(u. besondere) Kegelflächen ^wei- kommenden Lagen, stets eine von 
ten Grades beschränkt y welche vier bestimmten Ke({elfl. zweiten 
dem gegebenen Kanlenwinkel (ab) Gr.» welche dem gegebenen FlS- 
wnachrieben» und wovon zwei chenwinkel eingeschrieben, und 
Hed swei einander gleich sind* wovon swei und zwei gLeicU 

sind. 

Oder: 

• • 

Wbni die Grundlinie dnes Wenn swei Sdten eines spbS- 
spbifiscbai Dreiedb der GiQfre riseben' Dreleofcs in zwei gegs* 
ml Lage nach gegeben, ^pid liaien flaoptipreisen liegen sollen 
wenn entweder a) die Summe« and wenn entweder a) ihre Sem* 
oder b) der Unlerscliied der me, oder b) ihr Unterschied {je- 
dHSB'UegnideB zwei Winkel ge- geben ist, so hcrfihrl die dritte 

gdbf« ii», ee isl der Qu dct in sUenihrfli^KHclienveise 
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o^mie OBS uraMUV md TMir m* SHtOBMicMiii ijigfliy twit vnMi 

■tiiuBto aphiriMlie EegeUebailte von fier .bcfÜRomtoB lyhatMclw» 

betdifliilt» wddie |eiM Gmiid- KegelscliniUcDf welche )eneHaa|ii. 

ItiliesttrgemeiliBchaftUehen Sehne hi^ bertthren, und i^onfWei 

heben» nnd wtmril Mrei uid iMrel md vif^ eftiinder |^kich sind« 
e&uttder glöeh sfald. 

20) B^^eb fAA twei Ebenen a, die üth 
um zwei feste Gerade fä, 3f| drehen, dergestalt, dats 
entweder a) die Swa^me^ oder b) der Unterschied der 
Winkel« welche sie mit einer festen dritten Ebene E» 
die jenen beiden Geraden parallel ist, bilden, constant 
bleibt) so beschreibt ihre Durchschnittslinie (aa%) ein 
einfaches HjpeAoloId, welches durch die feptea Geiii^ 
den % 9(i geht — Wie laotet der hierzu gehdrif;e 
Satz? 

21} Bewegen sich zwei Ebenen a^, die sich tun 

zwei feste 'Gerade ^, drehen^ dergestalt, dals sie 

stets irgend zwei zugeordneten Durchmessern eines ge> 

^ebenen fest^Keselscbnitts^allel sind^ so beschreibt 

ihre Dnrchschnittsliiiie (aat) eui einfaches Hyperboloid. 

(VergL 53, II, 2.). Liegen die Geraden 21, 2li in 

einer Ebene, so tritt an die Stelle des Hyperboloids eitio 

Keg^iflftBha iweitea Grades. . 

») Weaa ehi Kaatenfrinkcl 38) Weaa eb FlIfjDheaivlnU 
eines dreikantigen Körperwinkele einee dreiflSchil^ K6rpemlnkehi 
der Cirftfse tmd Lage naehf nnd der Gi6lse vnd Lage naeh» md 
mm der -lhiii gegcuiheillegeade wem der ftm gegenaheeli nge adi 
FlSdmwinkel der CMbf aae|b Kanteimfad[el der GrSÜM nach 
gegeben lat» in welcher Kegel- gegeben ist» welche Kegelflicbe 
fltehe befindet dam dHe borfthrt dam die Ebene des leli- 
Kante des letalem bei allen Ih- lern hi aDcn Ihren reischiedenm 
im tmrschMeiim iiegm? La^MpT 

Diese Aufgaben sind BedürfioiCs in der Stereome- 
trie» Wenn aufch .dio genannten KegelflAchen vom 
vierten Grade sind, so sind sie vielleicht von aolcher 

besonderen Art, dafs sie deshalb doch bequem bei ver- 
schiedenen Konstructionen angewandt werden kennen* 
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fftchen Ao^abenf 84. u. §• 4§«> 

23) Wenn ein der GrOfse nach 23) Wenn ein der GrSfse nadi 
unveränderlicher Winkel (aa,) nnreränderlicher Flüche nwinlcel 
sich so um seinen festen Schei> C^<<i) sich dergestalt bewegt» 
tel dreht, dafs seine Schenkel a, dafs seine Seitenfl.'lchen a, 
fti stets irgend zwei feste Gerade stets durch irgend zwei feste Ge- 
A, A, im Ranme schneiden, wel- rade 2(» 2t| im Räume gehen, 
che Irumme Fläche wird dann welche knimme Fläche wird dann 
ton der durch die Durchschnitts- ton seiner KanU betcitfie* 
punkte gehenden Geraden be- ben? 
gchrieben? 

24) Befiodeo sich zwei projectiTiscIie Gebilde^ 
eine Gmde A osd du ebener StahHifieehel in be« 
liebif^cr schiefer Lage in einer Ebene, uild man zieht 
durch jeden Punkt der Geraden einen Strahli welcher 
entweder a) itm (deaifedesaialigeiiPdDkt) eotsiNreeheiir 
den SfreM det StfriilbisdidB perallei ist, oder b) wel- 
cher zu ihm rechtwinklig ist, so berühren alle solche 
5trabkn eine bettimmte Parabel, welche anch rm der 
gegebenen Getaden A berlArt wird« 
• 25) Befinden sich dieselben Gebilde B (24.) in 
b^ebiger schiefer Lage im Räume und man zieht durch 
die Pnnlite in A Strahlen, weMMf den etobfreebcndeni 
Strahlen in B parallel sind, so liegen dieselben in et« 
nem hjrperboÜschen Paraboloüd (§.52.); und fället man 
«na den PiHiklen in A aeAreebteEboai aul die ihnen 
eQtt|H'eehe&d(kn' Strahlen in B, so Berflbren alte dfeae 
Ebenen einen bestimmten parabolischen Cjlioder (§. 

26) Befinden aicb swel pro}eeMieAe6eMde^ eiM 
Gerade A und ein EbcüenbQschel ^, in schiefer Lage, 
und man liUet aas den Punkten in A Lothe auf die 
ibM entipreebcndenEbcnea^ m%s6 liegen alle dieae 
Lmhei in einw hjrperboÜacheu ParaboloSd. Waa 
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finde! stolt» wti^i mm durch die.Fankte ia A £bcMii 
leg^ die den entsprechtpden Ebenen in II ptraUel siM^ 

27) Liegen zwei projectivische ebene Strahlbüschel 
B» Bt beUebi^^ im Räume und man le^ durch irgend 
Mnen:9igelMien Punhl O £benen» woron )ede irgend 
zwei entsprechenden Strahlen der Strahlbüsehel parallel 
i^» 8o umhiiUen lie eine Kegelfläcbe D zweiten Grades; 
•der Megt nmn dnivh D solehe Genidei woran jede 
wa irgend ftwel entspreehenden Strahlen der Strahlhfl- 
idiel der Richtung nach rechtwinklig ist, so liegen sie 
in einer Kegelfl&che ftweitm Grades. 

. 96) Sind imRanme irgend nveiOeinade A» Af und 
irgend ein Ebenenbüschei ^ in fester Lage gegeben 
und eine andere Gerade a bewegt sich längs }enen 
beiden so» daOs sie stets in ii|;end einer Ebene des 
Ebettenbtischels senhreeht ist» so beschreibt sie ein 
gleichseitiges hyperbolisches ParaboloKd (§. 52; II.}. 

20) Ist irgend ein Kegel «wniten Grades nnd sind 
irgend zwei Gerade A, A,, die «nf mwei belebigenfte- 
rührungsebeoen desselben senkrecht stehen, gegeben 
und eine dritte Gerade a bewegt sich so, daCs sie stets 
jene tmi Gemden.edinsidsl. nnd Aestindtg m b^end 
einer Berührungsebene des Kegels rechtwinklig ist, so 
beschreibt sie ein einfaches Hyperboloid. 

30) AUe£bei|sii, welebe durah ivgend' einen Issten 
Pnnkl D gehen nnd ein gegebenes eininebes Rjperbo^ 
loid in gleichseitigen Hyperbeln schneiden, berühren / 
«inen lügel JD. mweitan Grades *)» — Beim byperboÜ- 



*) Alle Ebenen» welche durch irgend eiaen gegebenen Pankt 
D gehen und irgend eine gegebene Flüche zweiten Grades in Pa- 
nfbeln schneiden, nmhtilea einen Kegel 2ten Grades, welclier dem 
Aiiymptotea- Kegel jea^ JPlIcke gl«ich luid mk ihm parallel ist. 
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37) In jedeip Durdunesser-Ebeiie eio^Kflädie zwei- 

tfln Gtades lieseo, od ' AllgemeiaeD, zwei zogooidoete 

za einancler rechtwinklige Dornbiimier; welches ist der 

Ort der letztern bei einem Durchmesser- Eben enbü« 

•ehel 8( (d. h. bei wkct Sdiaar Ebeneiiy die durchsei- 

aal Diirchfliesier II der Flüche gehen)? 

• ♦ ♦ . 

38) Wenn im Räume irgend zwei Gerade A, At 
iHid iifend eine ebene Curre Uten Gradee C segdMO 

sind, und es bewegt sich eine dritte Gerade a so, daCs 
sie stets jene drei festen Elemente A» Ai, C schnei- 
det, so beschreibt sie eine Fläche. yom 2nteii Gradc^ 
welche jedoch von unzähligen Ebenen a, ß, ••••• in 
Curven vom nten Gerade gescbnitten werden kann, 
und zwar bilden alle solche Ebenen einen bestimmten 
Ebeneobfischel Sl. — Es giebt einen andern Sati» wel- 
cher diesem zur Seite steht; wie lautet er? 

39) Denkt man sich um ein gegebenes Dreieck 
f 9) eine Schaar (d. i* alle mögliche) ähnliche Kegel* 
achnlCte,^ Yon irgend einer bestimmten Gattung, be- 
schrieben, so werden dieselben allemal von irgend ei- 
ner bestimmten Curve vierten Grades C umhtillt (be- 
rflhrt), welche die drei Eckpunkte des Dreiecks ^,9, } 
zu singulären Punkten bat. Derjenige Punkt, in wel- 
chem )eder Kegelschnitt von der Curve C berührt 
wird, ivnd derjenige Punkt» in welchem er den dem 
Dreieck ^t)^ umschriebenen Kreis K zum vi^enmal 
schneidet (aufser den Punkten ^, j), sind allemal 
Endpunkte eines und desselben Durchmessers des Ke- 
gelsehnitfB. Der Kreis K wird in jedem Punkt von 
zwei der genannten Kegelschnitte geschniUcn, und die 
zwei Punkte, in welchen diese von der Curve C be- 
rflhrt werden, liegen allemal in einer gleichseitigen 
Hyperbel, die dem Dreieck ^x^i umschrieben ist; u. s. w. 

20 
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in HiDBicht der Curve C finden folgende "wesentliche 
efaMEftUe statt: a) Gehan die Schaar Kegekehaitte-hi 
Anreise fiber, ao fallee sie alle in ehien einzigen zu- 
sammen» in welchen ebenfalls die Curve C übergeht, 
ud wekher der dem Dreieck nmsebirieöene Kreis 
K ist; b) Terwandeln sieh die |LegelseKnilte in Para- 
beln, so geht die Curve C in eine unendlich ent- 
fernte Gerade Über; und c) sind die KegelscfaniUe 
gleichseitige Hjperbeln^ so redasirt sich die Gnrra 
C a«ff dnen Punkt, nanlleh anf denjenigen, Üi 
chem sich die drei Höhen des Dreiecks schneiden, d. b., 
'^darch diesen Punkt geht jede der genannten Hy- 
perbehw^ 

Welches ist der Ort der Mittelpunkte, und wel- 
ches ist der Ort der Brennpunkte der vorgenannten 
Schaar Kegelschnitte? 

40) Legt naii an fe zwei von drei Krsf sen or, ß, y 
(Fig. 57.), >velche irgend einem Dreiseit xyz einge- 
schrieben sind» eine (vierte) gemeinschaftliche Tangente 
A, All A|» so bilden diese ein Dreiseil' AAiAf, in 
welches sich unzählige Dreiecke aOids sa beschreiben 
lassen« dafs ihre Seiten jene Kreise berühreu; nämlich 
legt man aus einem beüebigett Punkt a, in A, eina 
Tanngente <iai an den Kreis aus dem dadurch- 
stimmten Punkte öi, in Ai, ferner eine Tangente ai^j 
'an den Kreis so berührt allemal die Gerade aas 
den Kreis ß.-^ Man erhalt einen ShnlieheaSatay wenn 
taan noch den Tierten Kreis ^, welchem dem gegebenen 
Dreiseit xyz eingeschrieben werden kann, zu Hülfe 
ttfflimit. Beide Sätze sind jedoch nur besondere Falle 
iies folgenden allgenehlen Salzes (rechts). 

41) Werden einem gegebenen 41) Werden einem gegebeaea 

JkMk je 91 beli^ige n Kegel- Dreiseit zyt beliebige « EegeU 

•dmitte unschrieben, und man schnitte eingescbriebea and man 

beradncbtigt die n Ptmkte B, legt an Je iswe!, nach der Rdhi 
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B^, B«, f in wdchen je unmittelbar i«Maaili«P* Mgeildt 

vnip nach der Reihe anmittel- Kegelschnitte, ein«' (v|MO 0^ 
telbar «ofdnander folgende, Ke- mdasehafUiche Tangente A, A|^ 

gelschnitte sich schneiden» so las* A2» 1 so' lassen sich imzÄ* 

•en^sich «ncSlilige n Ecke so be- lige n Ecke ao beschreiben, d^A 
aehieibeo, dafs ihre Seiten, nach ihre Ecken, aach dcv Bcäe» M 
der Reihe, darch jene Punkte ge- jenen Tangaten liegen, und dafr 
hen, und dafs ihre Ecken» nach ihre Seiten, nach der Ordnnng^ 
der Ordnung) k jeneii Kegel* jene Kegelschnitte berfihren. - 
eAplUc« lii«n* 

Wofern man eine oder zwei Gerade als KegeU 
schnitt betrachtet, so sind in diesen Sätzen, unter an- 
dern, auch die dNgea Sitze 28^ II u. III.) tttri 
i§. 4% Ii) alt besondere Falle enthalten» Aafserdem 
entstehen auch merkwürdige besondere Fälle, wenn an- 
gan<Mnaien "wlrd» von den gegebenen Elementen je, 9, ) 
und X, y, z sollen einige iniagidttr oder nnendlicb 
entfernt sein. 

42) Wenn in einer Ebene ein beliebiges n Seit 
und alle Ecken ^ines n Ecks, bis auf swai, gegeben 
sind, so sollen diese zwei onter der Bedingung gefun^ 
den werden, dafs sodanu unendlich viele n Ecke niüg- 
lieb sind, wekbe angleich jenem n Seil eingeachrieben 
und jenem n Eck unMcbridben aind.. (Der Ort der 
zwei gesuch^n Eckpunkte ist auf zwei bestiminte Ge- 
rade .beschri&kt«. welche durch dieselben prp)ectiviscb 
gedisik werdefty so dab alsö die sie Terbindende Sefte^ 
in allen ihren möglich Terscbiedenen Lagen, stets ei- 
neil bestimmten Kegelschnitt berührt). — Wie heifst 
dia dieaar An%abd entgegenstehende Abgabe? Beid^ 
Aufgaben finden ancb statt, trentf das gegebene n SeM 
und n Eck nicht in einer Ebene, sondern im Räume 
(§. 55«) sieh befinden» woztl insbesondere die nadier-. 
trahnte Aufgabe gehört« 

43) Hierher die Aufgabe und der Satz in (§. 58. Note.). 

44) Wem in der Ebene ein beliebiges n Eck ge- 

ao* 
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geban iit» m anderea xu bcschretben, welches jenem 
loglflieh am- niid elDgeschriebcn ist*— M oebiva 

bat gezeigt y dafs diese Aufgabe beim Dreieck und Vier- 
eck noch nicht iiu>^Uch ist (Journ. f. Matheui.)* Die 
Mi (§b fegebene Anflasinig «ioCb dies bestätigei^ 
wenn man die beiden Tierecke gleidi werden und auf- 
einander fallen läfst; man \Tird dann finden, dafs bei 
den aofeioauder liegenden projcctivischen Geraden A^A^ 
keine entsprediende Punkte vereiDigt sind. £bai so 
mufs man finden können, ob die vorgelegte Anfgidia 
Cür das Fünfeck u. s. w« möglich ist. 

45) Wepa im Sanme irgend eoi n Flach (§. 55.) 
und irgend ein n Eck gegeben: 

Eia a Eck (inBaane) la be- Ein n fltteb. (im Btaaia) an 
adtfdben, wdehes dem n Flach besdurdben« weldm jaaam « 
d^gcccbrieben aad jenem a Eck Hack eiDgeschriebed and dem 
aawchiieben Ist o Eck nnuehrieben ist 

Oder: 

Wenn im Kaume n beliebige Ebenen und n be- 
liebige Punkte gegeben sind, ein n Eck (im Räume, 
§^ 65.) so.xtt beschreiben, dafa seine Ecken, nadi der 

Reihe, in jeneu Ebenen liegen, und seine Seiten, nach 
der Reih^ durch jene Punkte gehen. — Diese Aufgabe 

läfst im Allgemeinen 1\2\3\..... u'Fx^uüösungen 

zu (vergl. §. 25. Note.). Giebt es in der That Fälle, 
wo alle diese Auflösungen zugleich möglich sind, oder 
▼erhüt es sich damit so, dals» wliurend eio Theil der> 
selben möglich ist, die andern nicht statt finden kön- 
nen? Dasselbe kann bei (§. 25.) und (§• 56^ 4.) ge- 
lragt werden. 

46) Zweimal drei sngaordaatf 46) Zweuaal drd tugeprdnete 
hannonieche Pole in Bezog aof Hararaniscfae in Besag apt einen 
eben gegebenen Kegelschnitt (§. gegebenen Kegelachnitt (§. 44J» 
44)» liegen allemal in irgend ei* berthren alleoni brgeadi 
aam andern Kegelechniftt» dam Kcg^^sobaill».. 
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' 47) IMlni irgend drei Kegel- 47) Hilben irgend drei Kegel- 

iebattte K« K« ■ in einer schnitte Stf Jti« i^g fai einer 

Ebene zwei gemeinscliariliche Ebene zwei gemeinscbaitliche 

(reelle oder imaginSre) Punkte (reelle oder imaginäre} Tangen- 

r» I, 60 ist der Ort desjenigen ten r« s, so berfihrk jede Gerade 

Fnnkts P f denen drei Ilarmonl- ® , deren drei harmonische Pole 

fiche in Bezog anf dieselben (§. in Bezug anf dieeelben (§. 44.} 

44b} eich in irgend einem Punkt in irgend einer andem Geraden 

Pi achneiden, so wie der Ort @| liegen, so wie anch dieae 

dieses letztem PanktSy ein und letztere Gerade» steti einen nnd 

derselbe bestimmte yierte Kegel- denselben bestimmten Tierten 

V schnitt K, , welcher mit jenen Kegelschnllt ^3 , welcher mit je» 

V dreien die nämlichen zwei Punkte nen dreien die nämlichen zwei 

gemein hat; und ferner: die Ge* Tangenten gemein hat; nnd fer^ 

rade P^| geht stets dnrch einen ner: der Pnnkt (®®,} liegt 

bestimmten festen Punkt Q> wcl- stets auf einer bestimmten festen 

eher der harmonische Pol der Geraden 0» welche die llarmo- 

Geraden in Bezug auf den nischc des Darchschniltspunkts 

vierten Kegelschnitt K3 ist, ond (rs) in Bezug auf den viertenKe- 

in welchem sich die drei Sekan- gelschnitt ^3 ist, und in welcher 

ten> welche die drei gegebenen die drei Dnrchschnittspnnkte der 

Kegelschnitte» paarweise genom- drei Paar Tangenten > welche die 

tnen, gemein haben (aolser der drei gegebenen Kegelschnitte» 

Sekante lOt lehneiden; a a. w.; paarweise genommen, gemeiv ha» 

ben» liegen; o. s. w« 

48) Wenn In einer Ebene drei 48} Wenn in einer Ebene drei 
beliebige Kcgelachidtte gegeben beliebige Kegelsduiitte gegeben 
aindf welebea ist dann der Ort sind» welche Curvc wird dann 
desjenigen Punkts P» dessen drei Ton derjenigen Gcrmlin ®» de- 
Harmomsche in Bezng auf die ren drei hannnnischc Pole in Be* 
K^elschnilte f sich in irgend ei- zug auf die Kegelschnitte» in ir- 
nem andern Punkte P| adinei- gend einer andem Geraden ®| 
den? nnd welche Curve wird liegen» berührt? und welches ist 
Ton der Geraden PP| berfihrt? der Ort des Dorehschnittspunkta 

(©0i)^ 

49) Wie steht CS mit den vorstebcndeu Sätzen (47.) 
und Aufgaben (48.) in den besondern Fällen, wo statt 
ledes gegebenen Kegelschnitts zwei Gorade (links) oder 
, z>vci Punkte (rccbts) angenommen werden? 

60) Haben irgend vier gegebene 60) Haben irgend vier gegebene 
Flächen tweiten Grades einen Flächen zweiten Grades einen ge- 
(rcellen oder imaginären) Kegel* meinschafiUchen Berfihruog^egel ^ 
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■chntit K gemein, ro ist der Ort j^, so berfilirt jede solche Ebene 
desjenigen Punkts P, dessen vht ^ , deren vier harroonisclie Pole, 
harmonische Ebenen in Bezu^ auf in Bezug auf jene Flächen» in ir- 
dieselben sich iu irgend einem gend einer andern Ebene lie- 
andern Punkt Pj schneiden, so gen» so yrie. auch diese letztere 
vric der Ort des letztem Punkts, Ebene, stets eine und dieselbe 
eine und dieselbe beslinimte bestimmte fünfte Fläche desselben 
fünfte Flärlie desselben Grades» Grades, welche mit jenen vieren 
welche mit jenen Tieren den näm- den nämlichen Berübrangskegel 
liehen Kegelschniü K geroein hat; Ä geroein hat; und femer: die 
und ferner: die Gerade PP, geht Gerade liegt stets in einer 

stets durch einen bestimmten fe- bestimmten festen Ebene Ül, wel- 
Bten Punkt Q, welcher der bar- che die harmonische Ebene d^ 
monische Pol der Ebene K in Punkts St in Bezng auf die fünfte 
Bezog auf die iunfte Fläche ist, Fläche ist, and in welcher du 
und durch welchen die Ebenen Mittelponkte der sechs Berül^ 
der feehs Kegelschnitte» welche niDgskegel, weldM 4le Kfer gt» 
die Tier gegebenen FlXelien, paar* gebcQSB FMien> p smi e lse ^ 
wdse genomen, gemein habet, BSWBitin, gemdB hfiken, liegen; 
gehen; ii. s. w. n» i. w« 

61) Wenn vier beliebige Flä- 51^ Wenn vier beliebige Fli- 
ehen zweiten Grades gegeben chen zweiten Grades gegebeil 
sU, welches ist dann der Ort sind» wftUwhnnmsFIleheiiM 
detjenigeB Ponkts Pf dessen Tier dsan derjenigen Ebsne^ bc^ 
barinoniscbeBbeMa b Besag aof rührt» deren Tier barm« Pole in 
dieselben» sidk in irgend enmn Berag aof dissslben in iifend ei- 
•ndflVQ Panfcl P« schneiden? nnd ner andern Bbsne Ue^? nnd 
welches ist der Ort der Geraden ivelchcs ist der Ort der Dnrcli» 
P P, ? schnittsUnie (€€|)t 0 

62) Haben irgend iwei KegeE* 62) Haben irgend swci Kegtl- 
•chnitte vier gcmeuiichaftlichs schnitte ümt gemeinsrhaftlichc 
Wnlcte» nnd gehen Ton den acht Tangenten, nnd liegsn Ten de» 
Tangenten» Ton welchen sie in tdrt Punkten» inwekhen sie toh 
dcaiwlben beifihrt werden» drei densdben berührt werden» drei 
dnrch irgend einen Ponlt» so geht in irgend «hier Geraden» se liegt 
sUemalnoch efaie Tierte Tangente allemal noA ein vierter Pnnht fai 
Ifaireh denselben Ponlct» und so deiselben Geraden» und se Iie> 



0 Welche EigenthihnKdil^ten finden bei diesen An%aben» 
so wie bei den Sitzen (50.) • statt, wenn fiir jede angegebene Flldie 
Mesondora ehe Keg^oho iweitsn Gndes «der iwei Etaen 
s^jenouunen -werden? 
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mkm iMm anch die vier übrir gen alsdann aocb die vl^r fibrigeu 
gen Tangenten durcli n^eiüä einen Punkte m irgend einer und der- 
ma acnaelbäi Punkt selben Geraden« 

Solche Beziehung, wie hier die zwei Kegelschnitte, 
Jbat bei den obi^ Sätzen. (47.; 4er vierte Kegekchnitt 
%n jedem der drei gegebenen/ , 

. 53) üaben irgend zwei Flächen 63) Haben irgend *wei Flächen 
xweiten Grades zwei gemein- zweiten Grades zwei gemein- 
idMÄlicheKegelscbnilte, und ba- echafllicbe Berülirungslrgel, und 
beö TOT den vier Kegel tläcben, liegen von den vier Kegelscbnit- 
Ton welchen sie in denselben be- ten, in welchen sie Ton densel- 
ri&hri werden, zwei einen und ben berührt werden, zwei in ei- 
«enselben Hiltelpunkt, so haben ner und derselben Eljene, so lie- 
alsdann auch die zwei übrigen gen alsdann auch die zwei übri- 
Kcgelflächen irgend einen Punkt gen Kegelschnitte in irgend einer 
nun gemeins. Mittelpunkt, und derselben Ebene. ' • 

Solche Beziehungi wie hier die zwei Flächen zwei- 
ten Grades, hat bei den obigen SSteen (50.) die fünftf 

Fläche zu jeder der vier gegebenen. 

54) „Irgend 6 Punkte eines be- 54) „Irgend 6 Tangenten eines 
liebigen Kegelschnitte bestimmen beliebigen Kegelschnitts bcstlm- 
60 eincrcschnebene einfache Sechs- men 60 umschriolicne einlache 
ecke (§. 19.); »n i«^«»» Sechsseite (§. 19.); in jedem der 

«Man ÜMen die drei Punkte, in letzleren gehen die drei Diagona- 
welcben die gegenüber liegenden len, welche die gegenüber sie- 
Seiten sich schneiden, in einer henden Ecken verbinden, durch 
Geraden G (§. 42, I.), so dafs einen Punkt ^ (§. 42, I.), so 
also-ÖO iolcher Geraden G statt dafs also CO solcher Punkte ^ 
finden; von diesen 60 Geraden ge- sblt fmden; von diesen (iOPunk- 
hendreiunddreidnrchirgendeinen ten liegen drei und drei in ir- 
PanktP, so dafs 20 solcher Punkte gend einer Geraden ©, so dais 
p entstehen; und von diesen 20 20 solcher Geraden @ entstehen; 
^pnkten liegen 15 mal 4 in einer und von diesen 20 Geraden ge- 
Geraden g, so dafs jeder in drei ben 15 mal 4 durcli eiqfViFo»Ht 
solchen Geraden liegt.'» (Welche p, so dafs jede durch drei Mich« 
Beziehung haben diese 15 Gera- Punkte geht." ( Welche Bede- 
den g weiter «n eiaMidi*?) hung haben diese I& Paukte 9 

weiter zu einander!) 

„Sind, bd einem und demselben Kegelschnitt, die 
gegebenen sechs Punkte (links) üugleich die Berüh- 



/ 
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nmgsptmhtt' der gegebma sediB TMigenteii (jnAU% 
ao tind: 

die 60 Geraden G die HarmoniscbeD der 60 Punkte 

die 20 Punkte P die hannonischea Pole der 20 

Geraden ®, 

die 15 Geraden g die Harmonischen der 15 Punkte |> 

in Bezog anf den Kegelschnitt "^). , 

65) Wenn M dem vtilierge- 55) Wenn M dem TO t kc <g» 
MiB fintM (54.) die6Pmto Imdn^&taM^) aie 6 Tm- 

den» dalt tie« ftmtw^^^ M ani iferden« dabaie ikb^ paai^ 
Gcndcn fiegen, welche dofch iv- webe» in drei PmiktcD fdiiieide% 
gnd einen nnd doiMibcn Ponkl wddie in iignid einer nnd dep> 
nelMn: wddie beeondem Legs aelbcn Qendcn liegen: weldm 
ludmi alsdann die 60 Geraden beaondere Lage Inben aladann 
G* die 20 Paukte P, und die 15 die 60 Paukte 9, die 20 Gcti- 
Geraden gt den 0, nnd die 15 Pinkte pl 

56} Besteht, in Betracht der Sitze <5d.), der ge- 
gebene Kegelscbuilt links aus zwei Geraden und rechts 
ana zwei Punkten» ao hat man femer insbesondere fol* 
gende SSlie ^ 23» HL): 

„Wenn in jeder von zwei Ge- „Wenn in jedem von zwei 
reden A, A,, die in einer Ebene Strahlbuscheln 13, B,, die in 
liegen» drei beliebige Punkte an- einer Ebene liegen» drei belie- 
genommen werden, so lassen steh bige Strahlen angenommen wer* 
durch diese, paarweiae» 9 Ge- den» an aeh n ei d en eich diese» 
lade G legen» welche sich» paar- paaiweiaey in 9 Paukten 9» durch 
wiiae« in 18 Paukten P echnei- welebe aleb» paarweieaf 18 G^ 
den» wovon 6 mal 8 In einer rede fl legen baeen» wovon 6 
Gereden g liegen» md von dM- umI • dnreh- einen fankl 9 
aen 6 Gereden g gehen 8 nnd 8 hen, «ad van dieaen 8Pnaldlin 9 
durch eluao Pttakt" liegen 8vid8ln einer C et ad e«/* 



.*) Bei der ciaten Bckanntane^mig dieser Sitae (JhnioiBa dir 
MaiktmaHquet^ tem. XVIII.) hatte sieh, in Betreff dar €eiiiw g 
«ad der Paukte 9, ehieUnrichligkeit eh^eaeUiehaa. — HjUluniUcl, 
dnrdi welehe die SSiae eich heweiaen laaaeut sind im gegenwicti- 
geaTheile enthalten ($. 42. o. S« 4e.>— Die Sitae (58.) hehe idi 
ebeadaselhat snevat hekaanl genaeht 



60. Aii%«bcii tti^ L^hnStse. Mt 

. Wy Wenn Im AimlmiB der Mgm SMie 91)9 

Tob den ongenommenen sechs Von den ongenommenen secLs 

fhnben fönf fest bleiben» wShr Tangente ftnf fest bleiben, vrüi- 

tend der sechste den Kegelschnitt r^nd die secbsle sich nm dea 

darcUinft: wie beil egen sich dann Kegelschnitt benmibewegt: wie 

Ib iO Gindon 69 wie M 99 bewegen stch-dnini die 69 Punkte 
Mkte P, ndwitdlAliG»-!)), ^dleSO Gmde« 0^ «nd 

ndai g? wie die U Ptankle 9? , 

58) Die Sätze (54.) bezieba sich auf sechs gleich* 
«rüge Elemente eines Kegelschnitts: welche cigenlhUm- 
licbeQ Sätze finden bei aecfas migleicliiiaiiiigeii £iene»Y 
Um tMtf d. h.f wenn 4, 3, 2, 1 Ponkte und re- 
ßpective 1, 2, d| 4, 5 Tangeulcu eines Kegel^cbnitta 
gegeben sind? 

59) Denkt man aich im Raoine irgend ivei feeM« 
winklige Coordinatensjsteme um einen und denselben 
Anfangspunkt, so ündet folgendes statt: 

* 

Pitt 6 Geerdienleaixeii Die 6 CoordiaateaebeDea 
liegeft allemal in irgend ei- berfibren tllemal irgend ei- 
ner Kegelflicbe tweiten neKegeinicbe iweiteäCrra' 
Gtadaa. den. 

Dieser Satz ist ein besonderer Fall eines nnifaa- 

sendem Satzes. Auch kann er, auf entsprechende 

Weise, wie der obige (540» weiter ausgedehnt wer« 

den (§. 33. n. §. da). 

60) Wenn irgend 9 Punkte einer Fläche zweiten 
Grades gegeben sind, beliebige andere Punkte dersel- 
ben (durch Konstruetion) zu finden; . oder: »»Weiche 
Mation Indet zwiaehen iigciEMl 18 PqnlUai einer Ilicfat 
zweiten Grades statt?'* 

Die zweite Frage ist bereits zweimal von derBdls- 
«eler Akademie ala Preisangabe gegeben worden» aber 
beidemal, BD viel ich weifs, ohne Erfolg. 

61) Wenn von der Durcbschniltscurve zweier Flä- 
chen zweiten Grades irgend acht Puidoe gagebett ainA 
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62) Durch acht beliebige gegebene Punkte im Räume 
eine XegeUläcbe zweiten Grades zu legen» — LäCst im 
Ali^emeiDeii vkr AnflOsongea zu» 

63) Welches ist der Ort der Mittelpunkte (Scbeii« 
tel) aller Kegelfläcben zweiten Grades, welche durch 
irgend 6, oder 7, gegebene Punkte im Raame gdhen? 

64) Wenn acht belidbige Gerade im Räume gege- 
ben sind, eine Kegelfläcbe zweiten Grades zu finden, 
welche dieselben berührt. 

65} Welches ist der Ort der Blittelpunkte (Schei- 
tel) aller Kegelflächen zweiten Grades, welche irgend 
6, oder 7, gegebene Gerade im Räume berühren? 

66) Welches ist der Ort aller Ebenen» welche ir- 
gend 6, oder 7, gegebene Gerade im Raune so schnei^' 
den, dafs das durch die Durchschnittspunkte bestiuimte 
Sechseck oder Siebeneck irgend einem Kegelschnitt um? 
schrieben ist? 

07) Der Ort der Mktdpmikte aller Ke^flidien 
zweiten Grades, welche irgend einem gegebenen Sechs-^ 
eck im Räume (§.55.) eingeschrieben sind(d« h. dessen 
Seiten berühren), ist ein einfachem Hyperboloid. 

Dieser Satz und die vorhergehenden Aufgaben 
(60. bis 66.) haben ihre zugeordneten; wie lauten sie?» 

68) Welches ist der Ort des Mittelpunkts der ger 
laden Kegeltftehe, a) welche dnroh irgend A, oder 9( 
gegebene Punkte im Räume geht, oder b) welche ir- 
gend 4, oder 5, gegebene Gerade im Baume berührt? 

6i) Welches ist der Ort der Ebene des Kreiäe% 
a) welcher irgend 4, oder 5, gegebene Ebenen bertihrt; 
oder b) welcher irgend i, oder 5| gegebene Gerade im 
Aaume schneidet? 



t 

60. Au%abeQ.iiiMi LehmUe« 416 

; 70) Weldl|#« Eigenschaften hat eine Schaar »ttänlfc- 
fte SpUroid«^ welobe «durch if^d 4, oder: ö^.gegti- 
bene Ptudite im Räume |;eheD; z.B. von welcher krn- 
men Fläche werden sie umhüllt (vergl. 39.), welches 
iat der Ort ihrer MiUelpuakte» oder ihrer ürenoh 
ponUe? IL B, w. . 

71) Welches ist der Ort der Mittelpunkte aller * 
.einfachen HjperboloKde, welche durch die Seiteo einee 
§egdieiMii YieneiU im JEUmum (§. flehen? 

. 72) „Eine.Kofel zu finden, wdche irgend vier ge- 
gebene Gerade im Räume berührt/' 

73) Eine Fläche zweiten Gradee zu ündeo, weichte 
ibfiHd 9 gegebene Gerade im Räume berührt .(Wie 
viele Auflösungen sind möglich?) • f 

74) Die Axen (d. i* die dr^i zu einander rechte 
winkUgen coojiigjrten Durchmetier) eines gegebenen 
echiefen Kegda zweiten Grades zu finden« 

♦ ♦ ♦ 

75) Werden zwei beliebige Ebenen Ej mittelst 
Irgend eines Strahlliüsdiek D anleinander projioirtf so 
•dafs' jedem Punkt der «inen ein bestimmter Punkt in 
der andern entspricht, und werden sofort die Ebenen 
in beliebige andere (schiefe) Lage gebracht, so entsteht 
die Frage, welchem Gesetz sodann die Protections- 
strahlen, d. h., die Geraden, welche die entsprechenden 
Punkte verbinden« unterworfen seien, oder welche 
kiommo Fläche ▼an ihnen berührt werde? -r- Diese 
Aufgabe, nebst der ihr zugeordneten^ werden durch die 
Betrachtungen des zweiten Abschnitts gelöst werden. 

76^ Wenn man Polyeder nur in Hinsicht der Art 
oder Gattnng ihrer Grenzflächen von emander unter- 
scheidet, d. h., je nachdem diese Dreiecke, Vierecke, 
Fünfecke, u. s. w, sind, so giebt es bekanntlich nur 
einen TierflächigeD» z.wei ftiufflächige, und .sifsbf^i 
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techiflJteyge KOrper""). »Wie viel verscbiedeue 7, 8, 
..... n flAcfaige Kfliycr sind ia dSücr HwBifM Hft§- 

77) Wenn irgend ein convexcs Polyeder gegeben 
ist, läfst sich dano immer (oder in welchen Fällen nur) 
irgend ein eaderei, weklies mit ilmi in üntidit 4m 
Art und der Zosammensetzong der GfenzflSchcn Ober« 
einstimmt (oder yon gleicher Gattung ist), in oder um 
«ine KogelAttcbe, iNkr in «der nm iigend eine- andera 
Ittdie* KweÜCB Gtade«' beaebreiben (d. k dab eetne 
Ecken alle in dieser Fläche liegen, oder seine Gr^»* 
üftchen alle diese Fläche berühren) f 

78) »FiUet mmi aoa den ficken ehMa beUebicrM . 
viereckigen Kdrpera (dreia^ Pyrmide) Lotbe aof die 
gegenüber liegenden Grenzflächen, so liegen alle vier 
Lothei im Allgemeinen» in einem einfachen Hypeibololft 
und vmr geboren aie so euteP' nnd derselben Schaar 
Strahlen desselben, so dafs es also unzählige Gerade 
giebty wovon jede alle vier Lothe schneidet (§. 51.). 
Wenn insbesondere xwet der TierLotlie sieb snhnmdin, 
•0 aehneiden "sicb aueb* die zwei fibrigen; und r wenn 
hnbesoDdcre drei Lothe sich schneiden, so schneiden 
sich nothwendigcrweise alle vier in einem und dem- 
aelben Punkt** 

* In den besondem Fallen geht offenbar das Hjper« 
bolold in einen Grenzfall (in zwei Ebenen, und in 
einen Kegel) Über. Bei der ersten BekanntamcbaBg 
dieaea Satees (Jaornal t M albern« BA, II. & 97.) 
habe ich die bcäuudcm Fälle unrichtig augegebeo. 



*) Siebe System der Geometrie von Schwein^. 

**) Diese Aufgabe hebe ich sehen «a ebem «odern Orle (Amf 
natei ä$MMm. lQiai2QX»p*96.) gegeben, aber fs isl noch lieine 
Lliaag ciiilgt 



Digitized by Google 



^0. Angaben oad Lebnalsse. -817 

£a fiad«t «ia den yenleheBden zugeordneter Safx 
still« wie ImiCbI er? 

79) „Haben irgend zwei vierflacliige Körper (drei- 
eeilige P^rreiuiden) solche Lage, dafs die vier. Lolhe, 
^wefebe aus des Ecken des einen in beslhninter Ord- 
MAg auf 4kt Greniiaclien des andern geföltet werden/ 
in irgend einem Punkt zusammentreffen , so gehen alle- 
mal auch diejenigen vier Lothe» welche man In ent- 
S|irselicuder Ordnnng, ans den Eckto des «weiten aal 
die Grenzflächen des ersten fället, durch irgend ciuea 
und denselben Punkt." Oder: 

a) „FllUet man aas einem beUebigen Punkt E anf 
die GreoftOidien ABC» ABB, ACD, BCD irgend 
eines gegebenen Tefraedcrs ABCD Lolhe Ed, Ec, 
Eilt £a» nimmt in diesen Lothen vier beliebige Punkte 
d» e» hf a, aU Ecken ickies sweiiea TetraUers dcba 
an, und fället auf dessen Grenzflächen deb, dca, dba, 
cba aus den Ecken A, B, C, D des erstem Lolho 
Ae» ße» Ce» De» so treffen diese einaoider allemal in- 
irgend einem Pnnkfe e." Und fernen 

b) „Nimmt man in den vier crsleren Lothen bhn- 
Udi^rweise vier andere Punkte di, C|, b|, ai, als Ecken 
eines dritten Tetraeders an» so wlrd -dÜBsem in gkicher 
Beiiehnng ein Punkt Ci entsprechen; tnd alsdann lie- 
gen die vier Durchschnittslinien ß, ö dar vier 
einander entsprechenden Grenzflächenpaare des zweiten 
und dritten Tetraeders (d. i. die Durehsdhliitlslinlen der 
Ebenenpaare dcb und diC|bi, dca und diCiOi, dba 
und dibia^, cba und Cgbiai), aliemal in irgeud einer 
Ebene iaßr^); und 

c) diese Ebene (ccßyS) steht allemal auf derjeni- 
gen Geraden eei» welche durch jene zwei geoanntcn 
Punkte e, e« geht, senkrecht." . . 

Dieaen 6als» aebsl den vmA 
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EImm «ri auf «der KogcUSdie, bei weidieB uSiii- 
lieb, efett wfe hier Tetraeder, simlkAer#ei9e DmMke 

in Betracht kouimen^), habe ich schon an einem andern 
Orte zu beweisen vorgelegt (Journal f. Mathem. BcL 
IL S.2§7.> Alle Arei 8mt eind übrigens besondere Fälle 
von etwas allgemeineren Süfsefi^ wie um zu seinerzeit se- 
hen wird* Auch haben alle drei Sätze ihre zugeordneten 
SAtae; wie lauten diese? 

80) a) ^8ind In einer Ebene irgend ewei, einander 
nicht schneidende, Kreise Mi, gegebenen, wovon 
mjiu sich den einen zunächst innerhalb des andern lie- 
gend denlien mag^ und man beadireibfi in dem zwisclien 
beiden Kreisen liegenden Ranne, eine Reibe Kreise 

ms* <"s» ni4y..... so, dafs jeder jene zwei und den 
ihm nnmütilbar TfMnangektnden berülm, so findet eidei^ 
von folgenden zwei FiHen ataH: entweder a) dia Reiben 
verlängert sich ins Unendliche und ist incomniensurabel, 
oder b) sie kehrt in sich selbst zurück und ist com- 
»enamrabal, d* b* naobdem sie ib jenem Zwischenranna 
irgend eine AnzaU n iMfofe znrfiekgelegt bat, gelangt 
man zu einem nten Kreise ni„, welcher den ersten mg 
berfibrty diesen also zu seinem Nachfolgenden bat, e<a 
dab hier die Reibe iidi aebUelst'' 

ß) „Von diesen zwei Fällen findet imitier der näm^ 
liehe, und zwar auf einerlei Weise, statt, man mag 
den enten Kreis annehmen; wo man wil^, so^dafir 
also das Vorhandensein des einen oder andern FaUw 
lediglich von der Gröfse und Lage der zwei festen 
Kreise Mj, Ms abhänge . 

93ezeichnet man die Radien der Kreiae Bff,' 
durch Ri, Rj und den Absland ihrer Mittelpunkte von 
einaader durch A, so hat man für den fall» wo die 

i i tt^Mk ftidi« feb anskger 8«ls ihi bMlMbiiMi Mi ' 
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genaniite JLrmsreikeiMl die angegtbepo Art mmmmk 
siurabel ist, lolfendc «tefatdie B«didgUDgsgleidMUig:'- 

woraus jede der fünf GröCsen Ki, R2, A, n gefuDde^ 
wird» wenn die vier übrigen gegeben sind. Liegen die 
. Kreise Mi , ineinander, so hat man'die obeni^ und lie* 
^en &ie aussereinander, die untern Vorzeichen zu nehm^.'' 

81) „Hei Kreisen auf der KugelHäche (ßQ wie auQ)i 
bei geraden Kegeln im Strahibüscbel) finden analoge Um- 
stände statt, wie im vorstehenden Satze bei Kreisen uji 

, .der Ebenem und zwar iiat man die Bedingungsgleicbung: 

Clia.(Ri+Bs)±2SiQ.RiSiii.R«TaDg.'^ ^raCos.A**" :i 

82) „Es seien M,, Ms irgend zwei Kugeln, w»- 
von^- som leichtem Verstandnifs» die eine Mi innerhalb 
der andern gedacht werden soll» and femer sei 
eine beliebige solche Kugel, welche im Zwischcurauui 
zwischen jenen zwei Kugelilächen liegt und.aie bei^Üt^ 

,,Wird eine Reihe Kugeln ml, Ui» vUf ao be^ 

schrieben, dafs jede die drei Kugeln Mi, M), M3 be- 
rührt, und dafs sie einander der Ordnung nach berüh- 
ren » so ist sie entweder commensurabel, oder nicht, 
d« h« entweder a) gelangt man, nachdem die Reihe ä 
Umläufe um die Kugel M^ gemacht hat» zu einer nten 
Kugel mn, welche wiederum die erste mi berührt, oder 
b) dies tritt nie ein» wenn auch die Reihe unendlich 
fortgesetzt wfrd.* 

„Auf diese zwei Umstände hat weder der Ort, wo 
die Kugel angenommen, noch die Lage, die der 
ersten Kugel Wi der Reihe angewiesen wird, £influ(sy 
d. h. es findet immer derselbe Fall und auf dieselH^ ' 
Weise statt, es mögen die Kugeln Us, mt unter den 
▼orgeuannten Redingongen angeiiommen werden, wo 
man will, so dab also UoCs die GrMse and Lage der 
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iMlen ftwei Kiagtlu M|« M, fiber das Vortapdeateu^ 
ilit tinnti ^dif sBdflni FiUts tHftthiiidi)! 

i^ind Ri, Ba die Radien der Kageln M|, M^^ und 
ist A der Abstand ihrer Mittelpunkte von einander» ao 
hät man für den commeBsiiirabeln Fall (a.): 

(Rt ±Ra)* 1« RiR« Srn^^ n « A*. 

Die untern Zeichen gelten ffir dep Fall, wo die feateii 
Kngefai Mt» Mg aofiMr einander liegen« 

Ä) „Nach Angabc des letzten Satzes (82.) berüh- 
ren die drei Kugeln Mt, M«, M3 einander der Reihe 
nadi, und jede von ihnen berührt die Reihe Kitgela 
«1, m,, m,, ....^ Et acUieCsen aieh daran folgende 
weitere Eigenschaften " 

a) ;,l)Se drei Kngcin Mt, M«, M, sind Glieder 

^er iwciten Kugelrcihe Mi, M,, IVI3, M4, w(k 

von jede alle Kugeln jener ersten Reihe und zugleich 
die ihr ämnittelbar Torhergehende berfUurt'' 

b) „Die Mittelpunkte jeder Kugelreihe, für sich ge- 
nommeBt liegen in einem Kegelsehnitte; die Ebenen 
der xwei Kegelschnitte sind xa einander ^enkrechl^ und 
die Hauptscheitel eines jeden, sind zugleich die Brenn- 
punkte des audern, so dafs also entweder a) beide 
Kegelschnitte (gleiche) Parabebi» oder ^ der eine El- 
lipse und der andere Hyperbel ist" 

* • 

c) „Beide Kugelreihen hingen so von einander 
jaib» dafs s.ie si^gleijch commeDsurabel» und zu- 
gleich incommensurabel sind; 

d) und zwar findet für den coj|iiiiensurabcln Fall 
daa. folgende ^kwttrdige Gesetz atalt, dab allemal 

u ü 1' 

• • • 
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ist, wobei nSmUdi U die Zahi der Uniäufe und N 

die Zabl der Glieder der zweiten Kugelreihe bezeich- 
net (82.)." 

Die Sätze 80^ 81 und 82. habe ich schon in den* 
Jfmnhn de Maihim, tom. XVIIL, und den Satz 83. im 

Jouruai für Mathematik Bd. II, S. 192. zum Be- 
weisen vorgelegt. Im nämlichen Bande des Journals 
habe ich (S. 290, Lehrs. 59, W und 61.) einige beson- 
dere Fälle des Satzes 82, so wie (S. 96.) eine Aufgabe, 
welche den Satz SO zum Ziele hatte, aufgestellt. In 
Folge dieser besondem Fälle und dieser Aufgabe hat 
Clausen im 6ten und 7ten Bande des Journals die 
Sätze 80 und 81 aualytisch bewiesen, ohne dafs er von 
jenen Sätzen in den An n a ien Kenutuifs gehabt zu haben 
scheint; auch sind seine Ausdrücke der Form nach von 
den meinigen verschieden. Ein Tbeil des Satzes 80, 
nämlich (/?.), ist schon im ersten Bande (S. 256.) des 
genannten Journals von mir bewiesen. Bei spätem 
EntWickelungen wird sich Gelegenheit darbieten» alle 
vier Sätze so elementar als möglich zu beweisen. — 
£s entstehen verschiedene interessante Fälle, wenn man 
statt der einen festen Kugel (in 82 u. 83.) eine Ebene, 
oder statt des einen festen Kreises (in 80. oder 81.) 
eine Gerade oder ein Hauptkreis anninnut. 

84) W^n beim letzten Satze (83.) die Kugekei- 
hen commensurabel sind, so findet in jeder für je zwei, 
Kugeln, die als fest angenommen werden, und zwi- 
schen denen» nach der Reihe, nur eine andere Kugel 
liegt, wie z. B. lür Mi, Ms in der zweiten Reihe» die 
obige Bedingungsgleichung (82.) statt. Es kann gefragt 
werden: ob auch für Kugeln, zwischen denen zwei, 
oder irgend eine Anzahl x» Kugebi liegen, in gleichem 
Sinne eine Bedingungsgleichung statt finde? und wel- 
che es sei? 

21 
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ABmirkang. 

85) Viele voq den vorsteheudcu Aufgaben und 
SStsen lassen sich mittebt der obigen Correlations^ 
Systeme (§. 59.), so wie auch zufolge der Aniiierkun< 
gen (§* 33, §. 34, u. §. 48.), auf verschiedene Weise 
umwandeln. Welche sind es? und wie lauten die neuen 
Aufgaben und SSIse? 



Ende des ersten Theiis« 
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